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1. CZYM TAK WEASCIWIE JEST PRAD?

1.1. DEFINICJA PRADU

Od czego mozna by zacza¢ rozwazania na temat elektrotechniki? Najlepiej od poczat-
ku, a wiec od samego okreslenia, czym elektrotechnika si¢ zajmuje. W najwigkszym
stopniu pradem elektrycznym. Skoro wiec bedziemy rozbiera¢ ten temat na czynniki
pierwsze, zadajmy sobie podstawowe pytanie, czyli czym tak na dobrg sprawe jest
prad? Z samej definicji wynika, ze jest to uporzadkowany ruch tadunkoéw elektrycz-
nych. Cho¢ to dobra definicja, brzmi nieco abstrakcyjnie. Szczegétowo na temat wa-
runkow plyniecia pradu oméwimy w dalszej czesci opracowania. Na te chwile waz-
ne jest uSwiadomienie sobie, ze prad sam w sobie zazwyczaj ptynie w przewodniku
lub pétprzewodniku, czyli takim srodowisku, w ktérym tadunki mogga si¢ swobod-
nie przemieszczac.

Przewodnikiem takim moze by¢ na przyklad miedz, czyli material, z ktérego naj-
czedciej s3 wykonywane kable. Wykonywane sg one bardzo czesto z miedzi, ponie-
waz rezystywnos¢ tego surowca jest stosunkowo niewielka w poréwnaniu z innymi
materiatami. Miedziany przewdd rowniez bedzie posiadal pewna rezystancje, ktora
bedzie zalezala od tego, ile miedzi wykorzystamy. Kluczowymi parametrami beda
dlugo$¢ oraz grubo$¢ przewodu. Relacje te przedstawia ponizszy wzor:

!

R=p S
Przy czym nalezy uwzglednié:
R - rezystancja przewodu,
p - rezystywnos¢ przewodu (stata dla danego materiatu),
I - dlugo$¢ przewodu,
S - przekrdj przewodu.

Ciekawym przykladem, stanowigcym kontrast dla miedzi, jest szklo, ktore jest
dielektrykiem, a wiec po silnym podgrzaniu staje si¢ izolatorem. Zazwyczaj jako izo-
lator wykorzystuje sie PVC tak, aby odgrodzi¢ zyle przewodzaca prad od srodowiska
zewnetrznego. Co wigc decyduje o tym, czy mamy do czynienia z przewodnikiem
czy izolatorem? Wlasnie rezystywnos$¢ danego materiatu. Im mniejsza rezystywnosc¢,
tym lepszym przewodnikiem bedzie dany materiat.
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1. CZYM TAK WEASCIWIE JEST PRAD?

Osobng kwestig pozostaja polprzewodniki. W odrdznieniu od przewodnikow,
potprzewodniki, aby przewodzi¢ prad, musza mie¢ zapewnione odpowiednie wa-
runki - domieszkowanie. Ogélnie mozna powiedzie¢, ze wszystkie pdtmetale stano-
wig polprzewodniki.

Przy omawianiu definicji pradu szczegdlng uwage nalezy zwrdci¢ na dwie rze-
czy. Po pierwsze i najwazniejsze prad jest strumieniem tadunkéw dodatnich. Zeby
to w pelni wyjasni¢, postuze si¢ dosy¢ popularnym przykladem, ktoérego schemat
widnieje ponizej:

1 2

&)
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Jak wida¢, mamy pofaczone ze sobg dwie zaréwki, zrodto napiecia oraz wilacz-
nik. Pytanie brzmi: jak zachowajg sie zaréwki po wlaczeniu obwodu? Mozemy rozpa-
trze¢ cztery przypadki: najpierw zaswieci si¢ zaréwka pierwsza, najpierw zaswieci si¢
zaréwka druga, zaswieca si¢ obydwie naraz, zadna si¢ nie zaswieci.

Po chwili namystu mozna stwierdzi¢, ze obydwie zapala si¢ w tym samym mo-
mencie. Dlaczego? Poniewaz, tak jak wyzej wspominatem, prad jest strumieniem
elektronéw. Wyobrazmy sobie, ze mamy pustg rurke, do ktérej wrzucamy kulke.
Dwa znaczniki na naszej rurce niech symbolizujg dwie zaréwki. Gdy kulka przeleci
przez oznaczony fragment rurki, uznajmy, ze przypisana znacznikowi zaréwka za-
$wieci si¢. Gdy wyobrazimy sobie jedng kulke w pustej, szklanej rurce, mozemy roz-
patrywac sytuacje nie jako prad (czyli strumien), tylko raczej jako impuls elektrycz-
ny. To niewlasciwe postrzeganie sytuacji przedstawionej na powyzszym rysunku.
Wyobrazmy sobie, ze w opisywanej szklanej rurce jest bardzo duzo kulek takich jak
ta, ktorg wrzucalismy. Zaréwki sie nie §wieca, poniewaz kulki sie nie poruszaja. A te-
raz sytuacja, kiedy wciskamy do rurki jeszcze jedng kulke, ktéra moze przepchna¢
wszystkie kolejne. W tym samym momencie porusza si¢ wszystkie kulki w rurce,
powodujac ruch w obydwu oznaczonych fragmentach rurki w tym samym momen-
cie. Na tym wlasnie polega zasada dzialania pradu elektrycznego.

Po drugie, jezeli elektrony w przewodniku plyng od strony prawej do lewej, wow-
czas mowimy, ze prad plynie w prawa strone, czyli przeciwng do kierunku ruchu
elektronéw.




1.2. PODSTAWOWE POJECIA ELEKTRYCZNE

1.2. PODSTAWOWE POJECIA ELEKTRYCZNE

Kiedy juz zrozumieli$my zasade¢ dziatania pradu, poznajmy bardziej zlozone zagad-
nienia zwigzane z elektrotechnikg. W oparciu o nie bede rozwija¢ kolejne tematy
oraz prawa fizyczne.

Natezenie — wymienne okreslenie stosowane wobec pradu. Jak podaje wie-
le definicji, jest to wielko$¢ fizyczna okreslajaca wielko$¢ tadunku elektrycz-
nego, ktéra przeplywa przez dany przekrdj przewodu w przedziale czasu.
Oczywiscie z tej definicji mozemy wyprowadzi¢ pewien wzdr, ale na te chwile
nie jest to istotne. Bardzo czesto mozemy sie spotka¢ z potoczng nazwa na-
tezenia — ,prad” Jednostka natezenia jest amper [A], a do pomiaréw sto-
sujemy amperomierz, ktéry powinnismy podlacza¢ do obwodu szeregowo,
czyli wpinajac go do badanej gatezi obwodu. Jesli amperomierz wykaze war-
to$¢ ujemny, oznacza to, ze prad w badanej galezi ptynie w przeciwng strone,
niz zaktadali$my.

Napiecie - to réznica potencjatéw. O samym napieciu bede bardziej szczegoto-
wo pisal przy okazji takich tematéw jak II prawo Kirchhoffa czy metoda poten-
cjaléw weztowych. Nalezy jednak wiedzie¢, ze napiecie jest pewnego rodzaju
sitg, ktéra wymusza ruch elektronéw. Przyjrzyjmy sie przykladowi rzeki — wie-
my, ze jest to ruch wody w pewnym korycie. Zeby jednak woda plyneta, musi
mie¢ zrédlo, musi zaistnie¢ ci$nienie lub réznica pozioméw, np. wodospad.
Takim wodospadem uruchamiajagcym prad w obwodzie moze by¢ wlasnie
miedzy innymi Zrédlo napiecia (SEM - sita elektromotoryczna). Jednostka na-
piecia jest wolt, a do jego pomiaréw wykorzystujemy woltomierz (podpinamy
go rownolegle do elementu, na ktérym chcemy zmierzy¢ napiecie). Napiecie
jest rdznica potencjatéw. Podpiety woltomierz sprawdza potencjal elektrycz-
ny w dwdch punktach obwodu, odejmuje jeden od drugiego i wyswietla wy-
nik. W przypadku warto$ci ujemnej (co wbrew pozorom nie jest wcale takie
dziwne) spadek napiecia wystepuje odwrotnie, niz przypuszczalismy.
Rezystancja — inaczej opdr. Wrzu¢my do naszej rzeki duze kamienie. Im jest
ich wiecej (czyli im mniejszy przeptyw), tym strumien bedzie ptynat z mniej-
szg szybkoscig. Po spotkaniu z kazdym kamieniem nurt (czyli prad) bedzie
coraz bardziej male¢. Takie spowalnianie rzeki (poprzez skokowe zmniej-
szanie napiecia - spietrzenie wody - przez kolejne oporniki, czyli rezystory)
nazywamy spadkami napie¢. Zahaczajac juz o prawo Ohma, mozna stwier-
dzi¢, ze rezystancja jest to stosunek napiecia do nat¢zenia pradu. Jednostka
opisujaca rezystancje jest om [€2]. Do pomiaru rezystancji wykorzystujemy
omomierz.

Moc elektryczna - to temat bardziej zlozony, niz mogloby sie wydawac.
O ile w przypadku pradu stalego sytuacja jest dosy¢ prosta, poniewaz mamy
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1. CZYM TAK WEASCIWIE JEST PRAD?

do czynienia jedynie z mocg czynng, o tyle w przypadku pradu zmiennego
wyrézniamy trzy rodzaje mocy: czynnag, bierng oraz pozorng. Rozwiniecie te-
matu w dalszej czesci materiatu.

« Impedancja - jest uogdlnieniem rezystancji albo inaczej — rezystancja jest
szczegolnym przypadkiem impedancji. Aby jednak by¢ precyzyjnym, napisze,
ze jest to suma rezystancji oraz reaktancji w dziedzinie liczb zespolonych oraz
dziedzinie operatorowej, w formie sygnaltu, bedacego odpowiedzig ukladu
na zadane wymuszenie.

« Reaktancja - to cos jak rezystancja tyle, ze nie daje i nie pobiera mocy czyn-
nej. Reaktancja zespolona moze mie¢ znak dodatni lub ujemny, co §wiadczy
o charakterze indukcyjnym lub pojemno$ciowym danego dwojnika.

o Galaz - jak sama nazwa wskazuje, to czes¢ obwodu elektrycznego taczaca
dwa wezly. Jeszcze prosciej — to kawalek przewodu, na ktérym znajduja sie
elementy polaczone ze soba szeregowo i przez kazdy z tych elementéw plynie
prad o tym samym natezeniu. W przypadku podlaczenia réwnolegtego, dodat-
kowego elementu w miejscu, gdzie podpinamy druga galaz, powstaje wezel,
a wiec element, w ktorym stykaja sie juz trzy galezie.

o Wezel - to miejsce w obwodzie, gdzie spotykajg sie co najmniej dwie gale-
zie obwodu.

o Oczko - w przypadku prostych obwodéw méwimy o obwodzie jednooczko-
wym, czyli takim, w ktérym nie ma zadnych rozgatezien. Jest to obwdd, w kto-
rym jest jedna galaz, a wszystkie elementy polaczone sg wylacznie w sposéb
szeregowy. UWAGA: w przypadku obwodu jednooczkowego, do ktérego pod-
faczymy jeden rezystor w sposdb réwnolegty, otrzymamy obwod skladajacy
sie z dwoch oczek niezaleznych (wewnatrz ktérych nie ma galezi dzielacych
obwdd na kolejne oczka), aczkolwiek mozna dostrzec réwniez trzecie oczko —
obejmujace wspomniane dwa oczka. Podczas zapisywania réwnan najwygod-
niej jest zapisywac jedynie rownania oczek niezaleznych, poniewaz pisanie ich
dla kolejnych dostrzezonych oczek zaleznych doprowadzi do réwnan tozsa-
mosciowych, z ktorych i tak w dalszej czesci zadania nie skorzystamy, a jedy-
nie stracimy czas.

Spdéjrzmy na ponizsze trzy rysunki. Na zielono sg zaznaczone oczka niezalezne,

a na czerwono fragment obwodu, okreslany mianem oczka zaleznego.
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1.3. WARUNKI PRZEPLYWU PRADU
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1.3. WARUNKI PRZEPLYWU PRADU

Aby w obwodzie ptynat prad, musimy zwréci¢ szczegdlng uwage tylko na dwie rze-
czy, czyli:

Czy obwdd jest zamkniety?

To jest pierwszy, najwazniejszy warunek, aby mowi¢ o tym, ze w obwodzie
plynie prad. Te zasad¢ wykorzystuja wlasnie wlaczniki w wielu urzadzeniach
elektrycznych. Przypomnijmy sobie takie przetaczniki, gdzie po jednej stronie
mielismy 0, a po drugiej 1, czyli inaczej kdtko i pionowg kreske. Kétko oznacza-
fo, ze jest przerwa w obwodzie, czyli przez obwod odpowiadajacy za funkcjo-
nowanie urzadzenia nie plynie prad (bo zostal przerwany). Kreska oznaczala
zwarcie (czyli polaczenie) zaciskow przetgcznika oraz przeplyw pradu przez
obwdd w urzadzeniu.

Czy w obwodzie jest cos, co spowoduje ruch elektronow?

Aby plynat w obwodzie prad, musimy mie¢ co$, co wywola ruch fadunkéw.
Moze to by¢ zrodlo napigcia statego, przemiennego, zrodto pradowe itd. Bez
tego warunku mamy taka sytuacje, jakbysmy potaczyli zwykly drut w obrecz.
Jest to oczywiscie przewodnik, ale z racji braku czegos, co spowodowalby ruch
elektronéw, prad w takim obwodzie nie poptynie.
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2. PRAD STALY

2.1. PRAWO OHMA

Jest to absolutnie najwazniejsze i najbardziej podstawowe prawo w elektrotechnice.
Na jego podstawie mozemy wyznaczy¢ zdecydowang wiekszo$¢ parametrow obwo-
du elektrycznego. Praktycznie kazda metoda obliczeniowa w elektrotechnice odwo-
tuje si¢ do tego prawa.

Wzér przedstawiajacy prawo Ohma wyglada tak:

r=Y
I
gdzie:
R - rezystancja,
U - napiecie,
I - natezenie pradu.

Stownie mozna okresli¢ te relacje nastepujgco: napiecie jest wprost proporcjo-
nalne do natezenia pradu plynacego w obwodzie.

Stosujac podstawowe przeksztalcenia matematyczne, mozna ten sam wzdr prze-
ksztalci¢ w dwa nastepujace:

U=R-1
=2
R

Relacja ta pozwala wyliczy¢ jedna, brakujacg wielko$¢ przy omawianiu obwo-
dow elektrycznych dla pradu stalego, zmiennego oraz harmonicznego. Prawo Ohma
to, krotko mowiac, najbardziej powszechne i uniwersalne prawo przy rozwiazywa-
niu zadan.
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2.2. £ACZENIE SZEREGOWE | ROWNOLEGLE

2.2. tACZENIE SZEREGOWE | ROWNOLEGLE

Zauwazmy, ze prawo Ohma mozemy stosowaé, gdy mamy jedna, konkretng rezy-
stancje. Co zrobi¢ w przypadku kilku rezystoréw (elementéw czysto rezystancyj-
nych) polaczonych w sposéb skomplikowany. Zasadniczo musimy przeanalizowaé
dwa najbardziej podstawowe typy polaczen oraz zdefiniowa¢, czym jest rezystancja
zastepcza uktadu.

Przyjrzyjmy si¢ takiemu potaczeniu:

R,
1
L
R,
|

R
1
| —|

E®

Mamy obwdd sktadajacy sie ze zrodla napigcia stalego oraz trzech rezystoréw.
Dwa s3 polaczone w sposéb rownolegly, a trzeci jest do nich podiaczony szeregowo.
Zacznijmy analizowac pierwsza czes¢ obwodu.

Rezystory sa polaczone réwnolegle. Laczac je w rezystor zastepczy, otrzymamy
jeden rezystor o rezystancji, ktérg mozemy zapisa¢ jako R, ,, co oznacza, ze ten re-
zystor jest polaczeniem R, oraz R,. Nie jest to jednak jeszcze R, czyli rezystancja
zastepcza catego ukladu, musimy jeszcze R, polaczy¢ z rezystorem R,. No dobrze,
ale jak dokona¢ polaczenia réwnolegltego? Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby. Oto
pierwszy z nich:

1 1 1

S
RIZ Rl R2

Majac od razu podane wartosci, mozna oczywiscie podstawi¢ dane liczbowe oraz,
stosujac podstawowe operacje matematyczne, dojé¢ do wyliczenia rezystancji R ,.
Sprobujmy jednak poprzeksztalcac nieco ten wzor algebraicznie.

1 R R

2 1

R12 Rl'Rz Rl'Rz

13



2. PRAD STALY

1 _ Rl—i-R2
R12 Rl'Rz
R ‘R
R, ”Rz =R, =—1 =
R, +R,

Tym oto sposobem otrzymaliSmy pewien uzyteczny wzoér. Mozna go nazywaé
siloczynem nad sume” Krotko moéwigc, majac dwa rezystory pofaczone réwno-
legle, mozemy je zastapi¢ w modelu teoretycznym jednym rezystorem posiadaja-
cym rezystancje wyliczong z wyprowadzonego powyzej wzoru. Jest to zdecydowanie
tatwiejszy i przede wszystkim szybszy sposob prowadzenia obliczen.

Na tym etapie mamy do pofaczenia juz tylko dwa rezystory: R , oraz R.. Polg-
czenia rezystorow w sposob szeregowy sa o tyle fatwiejsze, Ze obliczajac rezystancje
zastepcza takich obwodoéw, nalezy doda¢ ich wartosci, a nie dodawa¢ odwrotnosci
ich wartosci, jak to bylo w przypadku polaczenia réwnolegtego. Tak wiec finalnie
mozemy wyznaczy¢ warto$¢ rezystancji zastepcze;:

R, =R, +R,
Majac $wiadomos$¢ opisanych regul, mozna od razu obliczy¢ tego typu pola-

czenie stosujac, jeden wzdr, skladajacy sie ze wszystkich — wykorzystanych dotych-
CZas — WZOrow:

1%
+R,

R =
“ R +R,

No dobrze, ale co w przypadku, gdy mamy trzy lub wiecej elementéw potaczonych
w sposob rownolegly? Czy tez mozemy zastosowaé taki skrot? Odpowiedz brzmi:
tak, jesli zrobimy to madrze. W pierwszej kolejnosci zaakceptujmy fakt, ze nie da si¢
tego zrobi¢ od razu.

Ponizszy wzér reprezentuje ogoélna ide¢ laczenia réwnoleglego rezystoréw
o ilosci n:

1 1

R, 2 R,
Idea ta polega na dodaniu odwrotnosci rezystancji pojedynczego opornika.
Po zsumowaniu wszystkich elementéw otrzymamy odwrotnos¢ rezystancji zastep-

czej. W celu wyznaczenia rezystancji zastepczej musimy odwrdci¢ otrzymany wynik.
Stosujac te zaleznos¢, potaczmy rezystor numer 1 z rezystorem numer 2.
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2.2. £ACZENIE SZEREGOWE | ROWNOLEGLE

Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi ponizej:

EQ®

Mamy tu przyklad z trzema réwnolegle polaczonymi opornikami. Korzystajac
z ogblnego wzoru, otrzymamy:
1 1 1 1

—_— _ _t

RZ B Rl RZ R3
Przeksztalcajac t¢ relacje, otrzymamy gotowy wzor:

1 _RR,+RR,+RR,

RZ Rl RZ R3
_ Rl R2 R3
“ R,R,+RR,+RR,

Istnieja jeszcze bardziej skomplikowane typy taczenia rezystoréw. Sa to polacze-
nia typu gwiazda oraz tréjkat (zob. rysunki ponizej).

R23

Mozna przechodzi¢ z jednego typu w drugi, stosujac kilka podstawowych wzo-
réw. Z polaczenia typu tréjkat na rOwnowazny typ gwiazda (tréjkat-gwiazda) prze-
chodzimy za pomocg wzoréw:

_ R, Ry
1
R12 + R23 + R31
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2. PRAD STALY

_ R12 'R23
RIZ + R23 + R31

2

_ R23 'R31

=
R12 +R23 +R31

Przechodzimy z polaczenia typu gwiazda na rownowazny typ trojkat (gwiazda-
—trojkat):
R ‘R
R, =R +R +—1—
12 1 2 R3

R -R
R, :R2+R3+%

1
R

3'R1

R, =R, +R/ +

Pamiegtajmy jednak, Ze rezystory R, R, oraz R, to rezystory umieszczone na po-

taczeniu typu tréjkat, a R , R, oraz R, to rezystory umieszczone na potgczeniu gwiaz-
dowym.

2.3. PIERWSZE PRAWO KIRCHHOFFA

Jest to drugie najwazniejsze prawo w elektrotechnice. Mozemy okreslac je rowniez
mianem ,,pradowego prawa Kirchhoffa”, dotyczy rozptywu pradéw w weztach. Naj-
prosciej rzecz ujmujac, prawo to stwierdza, ze:

Suma pradéw wplywajacych do wezta musi sie réwnaé sumie pradow wyplywaja-
cych z tego samego wezla.

Sytuacje te obrazuje ponizszy rysunek.

R 1 I, Ra
1 1
 S— | S|

(D it =D

R, Rs
| — 1
| I |

I, s

I

R
1
T




2.3. PIERWSZE PRAWO KIRCHHOFFA

Dla przeéwiczenia mozna rozpisa¢ rownania z pierwszego prawa Kirchhoffa dla
ponizszego obwodu.

R L ow | R,

20 ik =®

R, Rs
w. w,
2 I 4

Poniewaz w calym obwodzie znajduja si¢ cztery wezly, réwnan pierwszego pra-
wa Kirchhoffa réwniez bedzie cztery. Zwro¢my uwage na pierwszy z wezlow. Wply-
waja do niego dwa prady, czyli I, oraz I,, natomiast wyplywa tylko jeden, czyli I..
Korzystajac z definicji, otrzymujemy takie réwnanie:

I+1,=1,

Po lewej stronie rownania mamy prady wplywajace do wezla, a po prawej prad
(w przypadku wigkszej liczby galezi dochodzacych do wezla — prady) wyplywajacy
z wezta. Analogicznie do tej zasady napiszemy pozostale trzy réwnania dla pierwsze-
go prawa Kirchhoffa.

I =1 +I,
L=1I,+I,
L+I, =1,

W ten sposéb wyznaczyli$my wszystkie réwnania pradowe dla podanego obwo-
du. Pamietajmy jednak, ze jedno z zapisanych réwnan jest zalezne od pozostatych.
Pytanie moze brzmie¢: po co nam to? W omawianym ukfadzie mozemy - w zalez-
nosci od podanych parametréw — wyznaczy¢ wlasciwie wszystko (np. prad na galezi,
do ktérej planujemy podpia¢ amperomierz w celu weryfikacji poprawnego funkcjo-
nowania obwodu).
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2. PRAD STALY

2.4. DRUGIE PRAWO KIRCHHOFFA

Tak jak pierwsze prawo Kirchhoffa dotyczyto wezléw i bylo nazywane pradowym
prawem Kirchhoffa, tak drugie jest nazywane napigciowym prawem Kirchhoffa. Do-
tyczy ono spadkéw napie¢ w oczku lub dowolnym konturze zamknietym.

Z definicji drugie prawo Kirchhoffa polega na tym, ze suma wszystkich napie¢
w konturze zamknigtym musi si¢ rownac zero. Analogicznie do poprzedniej czesci
postuze sie doktadnie tym samym obwodem, przy czym wzbogace go o kilka no-
wych oznaczen.

R 14 I, R,
| — | —
7 |
N N
“©) s (9
SN TN
R fs Rs
1 |
| — | I
Lk
k N
Rs
|
7

Kazda z tych strzalek zaokraglonych oznacza spadek lub skok napigcia.

Uwaga! Spadek napiecia na rezystorze oznaczamy zawsze w przeciwnym Kkierun-
ku do kierunku, w ktérym ptynie prad. Sily elektromotoryczne daja skok napigcia
w kierunku zgodnym ze strzatka zrodta.

Naszym pierwszym i najwazniejszym krokiem bedzie w tym wypadku zauwa-
zenie trzech oczek, z ktorych sktada sie nasz obwdd. Dla kazdego z nich zapisuje-
my réwnania napigciowe, uzywajac napie¢ U z odpowiednimi, dolnymi indeksami.
Przyjmijmy dla uproszczenia, Ze zapisujac rownanie napieciowe na podstawie oczka,
bedziemy podaza¢ zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Tam, gdzie strzalka ozna-
czajaca napigcie bedzie zgodna z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, bedziemy
mie¢ znak plusa, a tam, gdzie przeciwnie, bedziemy mie¢ znak minusa. Suma tych
wszystkich napie¢ musi si¢ rownac zero. Zapiszmy pierwsze rownanie:

Up —Ug —Ug; =Ugy =0

gdzie:
U, - skoknapigcia wywotany przez SEM,
U, - spadek napigcia na rezystorze R,
U, - spadek napigcia na rezystorze R,,
U, - spadek napiecia na rezystorze R,.
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2.4. DRUGIE PRAWO KIRCHHOFFA

W tym momencie mozemy wykorzysta¢ najwazniejsze prawo w elektrotechnice
- prawo Ohma:

Po przeksztalceniu:
U=R-1

Wykorzystujac to przeksztalcenie, mozna podstawi¢ za napiecia prady i rezy-
stancje.
E,-R-I,-R,-I,—R,-1, =0

Uwaga!

1. Sily elektromotorycznej nie rozpisujemy, poniewaz jest ona przytozonym na-
pieciem, czyli U, = E,.

2. Nie jest zasadg algorytmiczna, Ze rezystor n mnozymy przez prad n. Zawsze
natomiast mnozymy rezystancj¢ danego rezystora przez prad, ktory przeply-
wa przez ten rezystor. Oznaczenia w tym wypadu s3 umowne i moga ulega¢
zmianie.

Analogicznie zapisujemy kolejne dwa réwnania:

Ugy =Upy +Ups +Up; =0
Upy =Ups +Ugg =0
Po zastosowaniu prawa Ohma:
R,-I,—E,+R,-I.+R,-1, =0
R,-I,—-R.-I.+R I, =0
W ten sposob otrzymalismy kolejne trzy rOwnania dla naszego obwodu. Zaktada-
jac, ze znamy rezystancje opornikow oraz wartos¢ sil elektromotorycznych, mozna
wyznaczy¢ miedzy innymi warto$¢ pradéw plynacych w kazdej gatezi. Rozpisujac
wszystkie rownania dla omawianego obwodu, otrzymamy taki uklad réwnan:
IL+1,=1,
I,=I+I
I=1,+1
L+I =1,
E,—R-I,-R,-I,—R,-1, =0
R,-I,—E,+R,-I,+R,-1, =0

L1
R,-I,~R,-I,+R -1, =0
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2. PRAD STALY

Ten ukfad réwnan jest nadmiarowy, tj. jesli mamy do wyznaczenia prady w szes-
ciu galeziach, to bedziemy potrzebowac do tego trzech réwnan pradowych i trzech
réwnan napieciowych - jedno réwnanie pragdowe mozna odrzuci¢. Ktére z nich od-
rzuci¢? Trzy réwnania, ktore zostang, musza zawiera¢ w sobie wszystkie sze$¢ pradow
galeziowych. Zatem w tym przypadku nie ma znaczenia, ktdére z réwnan usuniemy,
bo pozostale beda zawiera¢ potrzebne do rozwigzania prady.

Na tym etapie, po usuni¢ciu nadmiarowego réwnania oraz po wstawieniu kon-
kretnych wartosci i zastosowaniu podstawowych operacji matematycznych, mozna
wyznaczy¢ odpowiednie wartosci.

2.5. METODA PRADOW OCZKOWYCH

Kiedy juz znamy podstawowe narzedzia, ktére pozwola nam poradzi¢ sobie ze zde-
cydowang wiekszoscig obwoddw, mozemy postarac si¢ zrozumie¢ pewne narzedzia
przyspieszajace prace. Jednym z takich narzedzi jest wlasnie metoda pradéw oczko-
wych. Mozna ja wykorzysta¢ migdzy innymi wiasnie do obliczenia rozptywu pra-
doéw. Dla ukazania kontrastu miedzy wyznaczeniem pradéw za pomocg praw Kirch-
hoffa a metoda pradéw oczkowych zastosuje ten sam schemat, ale z nieco innymi
oznaczeniami:

R 1 I, R.
1 1
 S—  S—
Iul loll
E(D C/ = C/ Q)
R b R,
| 1
| S— L
Iy I
Rs
1
| S—

Jak wida¢, nie sg juz potrzebne oznaczenia spadkéw i skokéw napiec. Pojawily sie
natomiast nowe oznaczenia I , I  oraz I  z zaznaczonymi kierunkami, zgodny-
mi z ruchem wskazéwek zegara. Prawde moéwiac, te kierunki nie majg wickszego
znaczenia. Najwazniejsze jest to, zebysmy stosowali kierunki konsekwentnie oraz
aby wszystkie prady oczkowe plynely w tym samym kierunku, a wiec zgodnie lub
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Kierunki oczek majg znaczenie przy ukta-
daniu réwnan. Wszystkie oczka musza by¢ skierowane w tym samym kierunku.
Jesli ktores z oczek byloby skierowane przeciwnie do dwdch pozostatych, to uklad
réwnan nalezatoby wyprowadzi¢ od podstaw, czyli zaczynajac od pradowych i na-
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2.5. METODA PRADOW OCZKOWYCH

pieciowych praw Kirchhoffa. Oczko skierowane przeciwnie do pozostalych bedzie
mialo inne znaki +/— w skladnikach réwnania, ktére wynikng bezposrednio z wy-
prowadzenia.

Sa to tzw. prady oczkowe, czyli co$ innego niz prady galeziowe. Prady gateziowe
plyna w okreslonej galezi, natomiast prad oczkowy jest fikcyjnym tworem, ktéry ma
symbolizowa¢ prad plynacy w danym oczku.

Sposéb rozwigzywania zadan z wykorzystaniem pradéw oczkowych jest dosy¢
schematyczny. Zapiszmy pierwsze z trzech réwnan:

E =1I,-(R+R,+R,)—1I,-R,—1I, R

olll ~ %4

Przeanalizujmy dokladnie sposob zapisu tego réwnania. Po lewej stronie mamy
sile elektromotoryczng, ktora jest podpieta zgodnie z przyjetym kierunkiem pradu
oczkowego I . Gdyby$smy mieli wigcej SEM, wowczas musieliby$my je zsumowac
po lewej stronie réwnania. Te sily elektromotoryczne, ktére bylyby podpiete zgod-
nie z przyjetym kierunkiem pradu oczkowego, dodawalibysmy, a te, ktore bylyby
podpigte przeciwnie, odejmowalibysmy. Oczywiscie mam na mysli tylko te sily elek-
tromotoryczne bedace bezposrednio na galeziach zawartych w oczku numer 1.

Po znaku réwnosci zapisujemy prad oczkowy I , czyli prad tego oczka, ktorego
réwnanie aktualnie zapisujemy. Nastepnie mnozymy przez sume¢ wszystkich rezy-
storéw nalezacych do danego oczka. To jednak nie koniec. Nalezy jeszcze pamietac
o galeziach sasiadujacych z naszym oczkiem, ktdrego réwnanie zapisujemy.

W tym celu, poniewaz omawiamy oczko pierwsze, odejmujemy prad oczkowy
numer 2, pomnozony przez rezystor nalezacy zaréwno do oczka pierwszego, jak i do
oczka drugiego. Gdyby na galezi, pomiedzy oczkiem pierwszym a drugim, bylto wie-
cej rezystorow, musielibysmy je wszystkie zsumowac i pomnozy¢ przez prad oczko-
wy numer 2 w trakcie zapisywania réwnania.

Pozostal nam jeszcze jeden element nalezacy do oczka pierwszego, ktory sasiadu-
je z innym oczkiem, i jest to rezystor numer 4, sasiadujacy z oczkiem numer 3. Dla-
tego tez od prawej czesci rOwnania musieliSmy odja¢ jeszcze prad oczkowy numer 3,
pomnozony przez sume rezystorow na gatezi sasiadujacej, czyli w tym wypadku tyl-
ko przez rezystor R,.

W ten sposdb zakonczylismy zapisywania réwnania dla pierwszego oczka. Ana-
logicznie postepujemy dla pozostalych dwdch oczek, zapisujac jednak wszystkie trzy
od razu jako uktad réwnan. Zrédlo E, skierowane jest przeciwnie do oczka I , dlate-
go musi by¢ ze znakiem minusa.

1’

E =1, '(R1+R3+R4)_Ion Ry =Ty R,
—E, =1, '(Rz +R, +R5)_Iol Ry =I5y Ry
0=1I,y '(R4 +R; +R6)_Iol Ry =1, Ry
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2. PRAD STALY

Na tym etapie mozna juz oczywiscie wyznaczy¢ wartosci pradow oczkowych,
a nastepnie prady galeziowe, co jest celem naszego zadania. Z punktu widzenia czy-
sto estetycznego lepiej jest jednak uporzadkowac¢ réwnania w ten oto sposéb:

E =1, '(R1+R3+R4)_Ion Ry =1, R,
—E,=1,-R;+1, '(Rz +R, +R5)_Iom ‘R
O0=—I,; R, =1 -Rs+1,; '(R4 +R; +R6)

Dzigki takiemu zabiegowi obliczenia bedg o wiele bardziej przejrzyste.

No dobrze, ale obliczyliémy prady oczkowe, a nie prady galeziowe, co byto na-
szym glownym celem. Po rozwigzaniu takiego ukladu réwnan jest to czysta for-
malnos¢. Tam, gdzie jest galaz nalezaca tylko do jednego oczka, prad oczkowy jest
réwny pradowi galeziowemu, natomiast tam, gdzie galaz nalezy do dwdch oczek,
prad galeziowy jest roznica pradow oczkowych. Jak w takiej sytuacji okresli¢ kieru-
nek pradu gateziowego? Juz to zrobilismy, przyjmujac kierunki pradéw gateziowych
na schemacie. Tak wigc przyktadowo dla pradu galeziowego I, prawdziwe bedzie
rownanie [, =1 -1 .

Na podstawie tych informacji mozemy przystapi¢ do zapisu réwnan konco-
wych. Na tej samej zasadzie wyznaczane sg pozostale prady galeziowe. To one na-
rzucajg kierunek sumowania na tym etapie. W ponizszym ukladzie réwnan znaki
s3 dostosowane do kierunkéw pradéw galeziowych zaznaczonych na pierwotnym
schemacie.

I =1,
=1,
Iy=1,-1,
Iy=1, 1,y
Is =Ty + 1,y
Ig =1,y

Moze si¢ zdarzy¢, ze uzyskamy wynik ujemny. Nie nalezy si¢ tym jednak przejmo-
wa¢, poniewaz sama warto$¢ jest poprawna. Jedyna zmiana to kierunek przeptywu
pradu, ktory jest odwrotny do tego, ktory zatozyliémy na schemacie.

2.6. TWIERDZENIE THEVENINA

Twierdzenie Thevenina jest twierdzeniem o zrddle zastepczym i polega na zastgpie-
niu calego obwodu (punktem odniesienia jest para zaciskdw) rzeczywistym zrodtem
napiecia, tj. posiadajgcym SEM E i rezystancje wewnetrzng R (aby uprosci¢ ztozony
schemat do postaci obwodu jednooczkowego). Pierwszym krokiem jest jednak od-
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2.6. TWIERDZENIE THEVENINA

powiednie narysowanie badanego obwodu. Wypinana jest cata galaz odbiornikowa
obwodu, niezaleznie od tego, czy znajduje si¢ na niej jeden element czy wigcej. Twier-
dzenie Thevenina uzywa si¢ po to, aby wyznaczy¢ prad plynacy przez dang gafaz lub
powigzany z pragdem spadek napiecia na elemencie znajdujacym si¢ na tej galezi czy
tez moc pobierang przez ten element. Co istotne, elementami wytwarzajacymi moc
sg zrodla. Opornik nie moze wytwarza¢ mocy, moze ja jedynie przyjmowac i prze-
twarzac na energie cieplng.

Wykorzystamy ten sam obwdd co ostatnio, tym razem jednak bedziemy musieli
narysowac go pare razy za kazdym razem nieco w inny sposéb.

b Fe £ Re
LI L O 1
E® iE E® _> A® o5
R, ly Rs r&]
A® L J:] T
A Is
s
Rs
| —
LT

Jak wida¢, dazymy do takiego ,zwiniecia uktadu”, Zeby otrzymac uproszczony
obwdd trdjelementowy, sktadajacy si¢ kolejno z: badanego rezystora, rezystancji za-
stepczej oraz zastepczej sily elektromotorycznej. Poniewaz jednak w tej metodzie
obliczenia prowadzone w sposéb algebraiczny stwarzajg pozory bardzo skompliko-
wanych, aby w pelni zrozumie¢ twierdzenie Thevenina postuzymy si¢ konkretnymi
wartos$ciami liczbowymi.

W tym celu narysujmy ten wlasnie schemat, ale z pominigciem sit elektromoto-
rycznych oraz z wypigciem rezystora numer 6.

R, R,
1 1
| — | I

R, Rs
| I— | I—
r— 0 o

Obwdd taki na pierwszy rzut oka wyglada na trudny do wyznaczenia rezystancji
zastepczej. Zauwazmy, ze wewnatrz tego ukladu trzy rezystory lacza sie w ksztalt
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2. PRAD STALY

gwiazdy. Stosujac trzy wzory przytoczone na poczatku, zmienmy ten typ polaczenia
w polaczenie typu trojkat.

R, R,
1 | —
| S| L J
= &
R45
1
| S
L 5 o |

Wyznaczmy teraz wartosci rezystoréow R, , R, oraz R, wykorzystujac znane juz
WZOrY.

R.-R

R,, =R, +R, +—>—*
5

R,-R

R, =R, +R, +—2—
4

R4~R5

R,=R,+R +
3

Na tym etapie powinni$my dostrzec dwa potaczenia réwnolegte rezystorow R , R,
oraz R, R,.. Polagczmy je odpowiednimi wzorami.

R1 34 R235
| 1
| | S |
R45
|
| S
e o

R,R
Rl'(R3+R4+ 3 4)
_ Rl'R34 _ Rs

"R +R., R.-R
s R1+[R3+R4+3R 4)

5

134
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2.6. TWIERDZENIE THEVENINA

R,-R
Rz'(R3+RS+35j
_ R, Ry _ R,

"R +R, :
S R2+(R3+R5+R3RR5J

4

235

Zauwazmy, ze mamy polaczenie szeregowe rezystoréw R , oraz R ... Polaczmy je,
dodajac ich rezystancje.

R12345

R,-R R,-R
Rl-(R3+R4+ 3R 4} RZ-(R3+R5+3R5J

5 4

R, =R, +R

12345 134 235 =
R,-R R, ‘R
R1+[R3+R4+ 3R 4J R2+(R3+R5+ 3R 5}

5 4

Teraz mozna przystgpi¢ do ostatniego kroku wyznaczenia wartos$ci rezystancji za-
stepczej ukladu z wylaczeniem rezystora szostego.

R,

1
| S
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2. PRAD STALY

R, = R12345'R45 _
Z R R,
12345 T Ry5

R,-R R,-R
Rl-[R3+R4+ 3R 4} Rz-(R3+R5+3R5J

5 4

. R, ‘R
R1+[R3+R4+R3RR4J R2+[R3+R5+ 3R SJ

_ 5 4

- R,-R R.-R
Rl-{R3+R4+3R4j RZ-[R3+R5+3RS)

5 4

R,-R
-[R4+R5+4RSJ

R,-R
+| R, +R +——
R3

Wyprowadzony wzoér ma charakter algebraiczny. Po wstawieniu wartosci liczbo-
wych mozna wyznaczy¢ dokladng warto$¢ rezystancji zastepczej uktadu z punktu wi-
dzenia wolnych zaciskéw. Dla wybranego modelu przyjmijmy przykladowo, ze kazdy
z rezystorow posiada rezystancje o wartosci 1 Q.

1-(1+1+1 1-(1+1+1
( ) 1 )-(1+1+1) 1+1+1 1+1+1 1414 1)

+ .
_1+(1+1+1)  1+(1+1+1) _ 1414141 1414141 295

=
1-(1+1+1 1-(1+1+1 1+1+1 1+1+1
( ) + ( ) +(1+1+1) + +(1+1+1) 3

1+(1+1+1) 1+(1+1+1) 1+1+1+1 1+1+1+1

R;-R R,-R
R1+(R3+R4+ 3R 4] R2+[R3+R5+ 3R 5)

5 4

Roéwnanie, ktére ostatecznie otrzymalismy, nie jest trudne, tylko czasochlonne.
Przy sumiennym wykonywaniu podstawowych dzialaii matematycznych lub wpisa-
niu odpowiednich formul w kalkulator naukowy obliczenie ostatecznego wyniku nie
powinno stanowi¢ wigkszego klopotu.

No dobrze, ale wyznaczenie rezystancji zastepczej uktadu z wypietym badanym
rezystorem nie stanowi calo$ci zadania. Na tym etapie nalezy przeanalizowac po-
dany w zadaniu ukfad w kontekscie wyznaczenia napiecia wytwarzanego na otwar-
tych zaciskach.

R 1 I, Ra
1 | —
| I— | E—
~__ N
(D ) i > E(D
VR PN
R fs Rs
1 1
L L
I, s
s c
6
N
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2.6. TWIERDZENIE THEVENINA

Akurat w tym przypadku obliczenie napiecia wytworzonego na rozwartych zaci-
skach bedzie dosy¢ skomplikowane, jesli chcieliby$my wykorzysta¢ jedynie pradowe
oraz napigciowe prawo Kirchhofta. Dlatego skorzystamy z metody pradéw oczko-
wych, aby wyznaczy¢ prady plynace przez rezystory R, oraz R.. Wymaga to jednak
pewnych modyfikacji w schemacie oraz przyjetych zalozen dotyczacych kierunkow
pradow galeziowych.

R 1 I, R.
| —

E = IoI(Rl +R3 +R4)_IOII(R3)
—E, =—I(R))+1I (R, +R; +R,)

10=1,3)-1,,(1)
—20=—1,(1)+1,,(3)

Po rozwigzaniu uktadu réwnan otrzymujemy:

I,=125A
I, =-625A

oll —
I,=1,=625A
15 =IoH =8,25A

Nastepnie obliczamy spadki napigc na rezystorze R, oraz R,. Dzigki temu po zsu-
mowaniu obydwu spadkéw napie¢ otrzymamy warto$¢ zastepczej sity elektromo-
toryczne;j.

E,=E,=U,+U,=R,-I,+R, -1, =15V

Teraz mozna przej$¢ bezposrednio do ponizszego schematu zastepczego oraz wy-
znaczenia poszukiwanej mocy danego elementu.
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2. PRAD STALY

E, R,
- 1
| |
Rs
—o—1{ }o0—

Aby wyznaczy¢ moc, mozna skorzystac ze wzoru:
P=U-I
Mozna go réwniez przeksztalci¢ z wykorzystaniem prawa Ohma na nast¢pujaca
postac:
P=I’-R

Jak wida¢, potrzebujemy wyznaczy¢ prad plynacy w naszym obwodzie zastep-
czym. Skorzystamy w tym celu z prawa Ohma, pamietajac, ze do obliczenia pra-
du jako rezystancje musimy podstawi¢ sume rezystancji zastepczej oraz rezystora
szdstego.

Kiedy juz znamy prad plynacy przez oczko ukladu zastepczego, mozemy podsta-
wi¢ odpowiednie warto$ci do naszego wzoru na moc. Poniewaz interesuje nas moc
na rezystorze szostym, za rezystancje podstawiamy wlasnie R , pragd natomiast w ca-
tej galezi pozostaje taki sam.

P=I"-R =81W

W ten sposob, wykorzystujac twierdzenie Thevenina, wyznaczyliémy moc czynna
rezystora R .

2.7. DZIELNIK PRADU ORAZ NAPIECIA

Przejdzmy teraz do narzedzi stosunkowo podobnych do siebie, ktére w okreslonych
sytuacjach bywajg bardzo potrzebne. Zasadniczo kazda z opisywanych tutaj metod
w zaleznosci od ukltadu moze si¢ okaza¢ bardziej lub mniej skuteczna, dlatego tez
warto zna¢ mozliwie jak najwiecej narzedzi. Dzielnik pradu oraz napiecia nalezg
do najbardziej podstawowych zagadnien.
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2.7. DZIELNIK PRADU ORAZ NAPIECIA

Obydwie reguly dotycza $cisle zaleznosci wynikajacych z prawa Ohma oraz
elementarnej wiedzy odno$nie do sygnalu wejsciowego i wyjsciowego. Sytuacja ta
wzgledem dzielnika pradowego przedstawia sie nastepujaco:

I
O

O

Zademonstruje teraz wyprowadzenie dzielnika pradowego, zeby nakreslic, z cze-
go wynika wzér. Mozna oczywiscie te kroki pomina¢ i zastosowaé gotowy wzor.
Ten jednak oméwie w dalszej czgsci opracowania.

Przede wszystkim pamietajmy o trzech najwazniejszych prawach w elektrotechni-
ce, czyli o prawie Ohma oraz dwoch prawach Kirchhofta. Zapiszmy obydwa réwna-
nia dla oczka widocznego na naszym schemacie:

Upi =Ug, =0
I=I+1,
Pierwsze réwnanie jest oczywiscie prawem napieciowym Kirchhoffa sktada-

jacym sie tylko z dwoch elementéw obwodu. Mozemy je réwniez zapisa¢ w takiej
formie:

Up, =Up,
I=1I+1I,

Oznacza to, Ze napiecia odlozone na rezystorze pierwszym i drugim sg sobie row-
ne. Rozpiszmy je teraz wedlug prawa Ohma:

I,-R =1,-R,
I=I+1,=>1=1-1,

W tym momencie po przeksztalceniu drugiego réwnania mozemy wyjs¢ z zapisu
ukladu réwnan, do jednego podstawiajac pradowe prawo Kirchhofta, przyktadowo
za oznaczenie pradu plynacego przez rezystor pierwszy.

(I-1,)-R =1,-R,
Wykonajmy teraz kilka elementarnych operacji matematycznych, aby wyznaczy¢

prad L:
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2. PRAD STALY

R-I-R-I,=1,-R,
I,-R, =R -1-R -,
~R-I=-R,-I,~1,-R,
R-I1=R-L+I,-R,
R-1=(R +R,)-I,

— Rl I
R +R,

2

W ten sposob otrzymalismy wzor opisujacy dzielnik pradu. Umozliwia nam on
szybkie obliczenie pradu znajdujacego sie na okreslonej galezi, jesli znamy prad wejs-
ciowy do wezla (I) oraz wartosci rezystancji umieszczonych na poszczegdlnych ga-
teziach.

Stownie mozemy zapamigtaé, ze warto$¢ pradu wyplywajacego z wezla jest wprost
proporcjonalna do wartosci iloczynu rezystora umieszczonego na réwnoleglej gatezi
i pradu wplywajacego do wezla, a odwrotnie proporcjonalna do sumy réwnolegle
potaczonych rezystancji.

Dzielnik napigcia dziata na bardzo podobnych zasadach, przy czym musimy pa-
mietac, ze w tym przypadku to nie napiecia sg rowne, a prad, ktéry przeplywa przez
rezystor pierwszy oraz rezystor drugi.

By > Ury

P >UR2

Analogicznie do poprzedniej czgsci, zapisujac odpowiednie réwnania, a nastep-
nie wykorzystujac podstawowe operacje matematyczne, wyprowadze wzor na dziel-
nik napiecia:

«®

{UE —Upg —Upg, =0

Iy =1y,

30



2.7. DZIELNIK PRADU ORAZ NAPIECIA

Usr _Un_Un_,
, R R
Vs _Uu, Un
2 R, R
U 1 1
_Ez[_"*' )Um
R, R, 1
U
Ui = 1E 1
R,| —+—
R, R
U,.-R
Up = ; :
1+—% |-R,
R,
U. = UE'R1
R1 R R
R +—=—
R
U.-R
URI_RE Rl
 H R,
R
Up = - E
R +R,

Jak widzimy, mozna dostrzec pewng analogie. Napigcie na rezystorze pierwszym
jest wprost proporcjonalne do jego rezystancji pomnozonej przez napiecie Zrédlowe,
a odwrotnie proporcjonalne do sumy rezystorow polaczonych szeregowo.
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2. PRAD STALY

2.8. METODA POTENCJALOW WEZtOWYCH

Jest to metoda, ktdra znajdzie swoje zastosowanie w kazdym obwodzie posiadajacym
wigcej niz jedno oczko. Stanowi ona pewnego rodzaju wstep do obwodow tréjfazo-
wych. Kiedy wiec przy pradzie stalym mozna ja stosowac? Najlepiej wtedy, gdy ba-
damy obwod zawierajacy naprzeciwko siebie dwa gtéwne wezly faczace trzy lub tez
wiecej galezi. Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi ponize;j.

E( EQ

Jest to dosy¢ prosty obwod skltadajacy sie z trzech rezystoréw oraz dwoéch sit elek-
tromotorycznych. W pierwszej kolejnosci to jednak nie na samych elementach ob-
wodu powinni$my sie skupi¢, a raczej na zlokalizowaniu i oznaczeniu weztéw, co
do ktorych bedziemy prowadzili dalsze obliczenia. Niezaleznie od obwodu wezly,
w stosunku do ktérych postuzymy si¢ opisywana metoda, musza by¢ co najmniej
dwa. Jeden z nich bedziemy musieli uziemi¢, co mozemy oznaczy¢ na kilka sposo-
bow. Tutaj wezel uziemiony oznaczymy jako V.

Sposoby oznaczania wezta uziemionego:

O

e V, = GND Vo=0

No dobrze, ale co to wlasciwie znaczy, ze wezel ten jest uziemiony? Oznacza to,
ze jego potencjal wynosi zero, dzigki czemu w momencie, gdy poznamy potencjal
drugiego wezla, poznamy napiecie panujace na kazdej z galezi.

Uwaga! Méwimy o napieciu na calej galezi, ale pamietajmy o tym, ze kazdy ele-
ment znajdujacy si¢ na danej galezi bedzie albo spadkiem, albo skokiem napigcia.
Obliczona réznica w potencjale V, oraz V| jest napieciem takim samym na wszyst-
kich trzech galeziach.

W takim razie jak obliczy¢ to napigcie? Jest na to jeden podstawowy wzor, ktory
bede zapisywal wraz ze stosownymi opisami. Wynika on, tak jak wszystko w elektro-
technice, z prawa Ohma.
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2.8. METODA POTENCJALtOW WEZtOWYCH

Po lewej stronie zapisujemy oznaczenie V, czyli potencjal wezta pierwszego. Pa-
mietamy jednocze$nie, Ze V, wynosi zero z racji uziemienia.

Teraz mnozymy przez sume¢ odwrotnosci (nie odwrotnos¢ sumy!) rezystancji za-
stepczych poszczegdlnych galezi.

1 1 1
Vl. - —
Rl RZ R3

W ten sposdb zakonczylismy zapis lewej czesci rdwnania. Teraz musimy si¢ zajaé
prawa czescia, przy czym stanowi ona niemal kopi¢ kroku, ktory przed chwilg zapisy-
wali$my. R6znicg jest jedynie uwzglednienie sil elektromotorycznych. Musimy doda¢
kazda z trzech galezi, dzielac przytozong site elektromotoryczng przez rezystancje
zastepcza danej galezi. Nalezy rowniez zwrdci¢ uwage na kwestie sily elektromoto-
rycznej. O tym, czy jest ona dodatnia czy tez ujemna, decyduje to, czy jest skierowana
do wezta oznaczonego V| czy wezla uziemionego. Dla pierwszego podanego przy-
padku posiada ona warto$¢ dodatnig, za$ dla drugiego ujemna. W opisywanym przy-
padku obydwie sity elektromotoryczne SEM sg skierowane do wezta V, dla ktérego
piszemy réwnanie, tak wigc obydwie maja wartos¢ dodatnia.

1 1 1 E E 0
V| —+—+— 1,72, -
Rl R2 R3 Rl RZ R3
Zauwazmy, ze przy zapisie dla trzeciej galezi sily elektromotorycznej nie ma. Trze-
ci element zapisalem formalnie, cho¢ oczywiscie mozna go pomina¢, wiedzac, ze ten

element wynosi zero.
I 1 1 E E
V| —+—+—|= a2
Rl R2 R3 Rl R2

Teraz mamy jedno réwnanie oraz jedng niewiadoma, dzigki czemu mozemy wy-
znaczy¢ potencjal wezta pierwszego, a tym samym napigcie panujgce na catej dowol-
nej galezi ukladu.

U=v,-v,
V,(GND)
U=V,

Do czego mozemy to wykorzysta¢? Chocby do obliczenia pradu plynacego przez
dowolng galaz. Znajac powyzsza zaleznos¢ oraz wykorzystujac prawo Ohma, w celu
obliczenia pradu plynacego przykladowo przez galaz pierwsza dzielimy napiecie,
czyli obliczony potencjal wezta pierwszego, przez rezystancje galezi pierwszej. Oczy-
wiscie analogicznie mozemy postapic z pozostalymi dwiema galeziami.
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2. PRAD STALY

Podczas wyznaczania pradu nalezy pamieta¢ o waznej kwestii, jaka pozostaje wy-
znaczenie pradu plynacego przez galezie w obwodzie. Zasada opiera si¢ na prawie
Ohma, przy czym napiecie panujace na danej galezi stanowi sume lub réznice ob-
liczonego potencjalu oraz sily elektromotorycznej na danej galezi. Przyjrzyjmy sie
wzorom umozliwiajacym obliczenie pragdu w ponizszym obwodzie.

51@ EZ@
7}

:(VO_‘/1)+E1 I :(VO_Vl)""Ez I :(Vl_VO)

2

I 3
Rl RZ R3

1

2.9. ZMIANA ZRODLA PRADOWEGO W ZRODLO NAPIECIOWE

Zdarzajg si¢ sytuacje, kiedy zdecydowanie wygodniej nam operowa¢ na zrddle na-
piecia pradu stalego, a mamy do czynienia ze zrédlem pradowym. Oczywiscie jest
wiele typow zrddel, ale w tym konkretnym wypadku skupie sie na zamianie jednego
w drugie. W gruncie rzeczy caly proceder opiera si¢ na sprawnym wykorzystaniu
prawa Ohma. Gdy pomnozymy warto$¢ zrodla pradowego przez warto$¢ rezystora
dolaczonego réwnolegle do zrédta pradowego, otrzymamy warto$¢ zroédla napigcio-
wego, ktore mozemy wstawi¢ na miejsce zrédla pradowego. Musimy tez pamietacé
jednak o rezystorze, ktéry nie zmienia swojej wartosci. Zmienia jednak typ polacze-
nia ze zrodtem, poniewaz o ile przy zrédle pradowym rezystor byt potaczony réwno-
legle, o tyle przy zrodle napieciowym jest on przylaczony w sposdb szeregowy.
Skrécong wersje tego zabiegu w obydwie strony przedstawia ponizszy schemat:

O O

JO Py E
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2.9. ZMIANA ZRODtA PRADOWEGO W ZRODLO NAPIECIOWE

E=]J-R
Gdyby na jednej gatezi znajdowalo sig kilka zrodet pradowych lub napigeciowych,

mogliby$my uprosci¢ schemat, odpowiednio dodajac (gdy kierunki podtaczenia zré-
det s zgodne) lub odejmujac (gdy kierunki zrédet s podiaczone przeciwstawnie).
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3. PRAD ZMIENNY

Opisem zamiany typu zrédel zakonczyliémy omawianie przykladéw w oparciu
o prad staly. Nie znaczy to jednak, ze wszystkie poznane metody nie odnajda zasto-
sowania w przypadku pradu zmiennego. Jedyne rdéznice, o ktérych zazwyczaj be-
dziemy musieli pamieta¢, to choc¢by pilnowanie si¢ w ujeciu pojeé. O ile przy pradzie
stalym moéwilismy jedynie o rezystancji, tak w tym przypadku zazwyczaj bedziemy
wykorzystywac pojecie impedancji. Przy pradzie stalym napiecie oraz prad mialy
warto$¢ stala. Dla pradu zmiennego, jak sama nazwa wskazuje, wartosci te beda sie
zmienia¢ w dziedzinie czasu. Dla lepszego zrozumienia samej zasady funkcjonowa-
nia przyjrzyjmy si¢ ponizszemu schematowi oraz wykresowi.

i(t)

SN 7~
o "9 [F

max

Mozna z fatwoscig zauwazy¢ na samym schemacie pierwsza zasadnicza zmiane.
Tym razem nie mamy przylozonego zrodta napiecia stalego, a zrédlo sinusoidalne.
Nazwa oczywiscie pochodzi od ksztaltu przebiegu napiecia oraz nate¢zenia pradu.

Kolejnym istotnym zjawiskiem jest kierunek przeptywu pradu. Przypomnijmy,
co oznaczal ujemny wynik na wskazaniu woltomierza lub tez amperomierza. Oczy-
widcie prad plynie w przeciwng strong, niz zakladali$my. Tak tez dzieje si¢ w tym
przypadku, przy czym musimy zrozumieé, ze przy takim przebiegu w czasie, gdy
napiecie i prad maja wartos¢ dodatnig, prad w analizowanym ukfadzie ptynie zgod-
nie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara, a gdy maja warto$¢ ujemng, prad ptynie
w strone odwrotna.

Nasuwa sie pytanie nastepujace: Skoro zaréwno napiecie, jak i prad ciagle sie
zmieniaja, to co beda pokazywa¢ takie mierniki jak amperomierz oraz woltomierz?
Otoz przede wszystkim méwimy w takim przypadku o innej klasie przyrzadéw po-
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3. PRAD ZMIENNY

miarowych przeznaczonych do pradu zmiennego. Wszystkie mierniki przy pradzie
zmiennym bedg pokazywac warto$¢ stalg, jaka jest tak zwana wartos¢ skuteczna. Jest
to taka warto$¢, ktora powoduje ten sam efekt co jeden pelny okres przeptywu pradu.
Poza warto$cig skuteczng bezwzglednie nalezy réwniez znac pojecie wartosci sredniej
napigcia lub pradu. W przypadku przebiegéw symetrycznych bedzie ona oczywiscie
zawsze wynosic¢ zero. Przy podlaczeniu zZrédla sinusoidalnego oraz zrédla stalego sy-
metria przebiegu zostanie zachwiana, przez co wartos$¢ srednia bedzie rézna od zera.

Warto zwréci¢ uwage, ze prad zmienny nie musi sie charakteryzowac przebiegiem
sinusoidalnym. Moze on réwniez przyjmowac charakter tréjkatny lub prostokatny.
Za kazdym razem wszystko zalezy od rodzaju Zrédta napigcia lub tez pradu, jaki zo-
stanie zalagczony do obwodu. Wzér na wartos¢ skuteczna jest jeden uniwersalny, kto-
ry mozemy zastosowa¢ do kazdego rodzaju przebiegu:

1 T
ue =y [w @
0

Oczywiscie w przypadku pradu zamiast litery oznaczajacej napigcie wstawimy li-
tere oznaczajaca prad. To jest pierwszy wzor, ktéry moze wyglada¢ na trudny. Jesli
jednak go przeanalizujemy, przy wzglednie dobrej znajomosci catkowania nie powi-
nien on sprawi¢ nam wigkszych trudnosci.

Po pierwsze nalezy mie¢ $wiadomo$¢, ze odwrotnoscig okresu jest czestotli-
wos¢, ktora z reguly jest nam znana. W przypadku typowego domowego gniazdka
elektrycznego wynosi ona 50 Hz. Te czgstotliwo§¢ musimy pomnozy¢ przez calke
oznaczong o granicach zero oraz warto$¢ okresu funkgcji, ktora jest nasz przebieg
pradu lub napiecia. Mozemy zacza¢ analize sygnalu w dziedzinie czasu od dowolne-
go momentu (niekoniecznie od zera, chociaz tak byloby najlatwiej). Najwazniejsze,
aby w gornej granicy calki oznaczonej wstawi¢ dolng granice plus warto$¢ okresu
funkcji. No dobrze, ale co tak wlasciwie mamy catkowac? Funkeje naszego przebie-
gu pradu lub napiecia podniesiong do kwadratu. Calkujemy oczywiscie w dziedzi-
nie czasu.

Na szcze$cie nie musimy za kazdym razem kazdego przebiegu wstawia¢ do tego
wzoru, poniewaz istnieja pewne udogodnienia dla najczesciej spotykanych przebie-
gow, czyli dla przebiegu sinusoidalnego, tréjkatnego oraz prostokatnego.

Dla przebiegu sinusoidalnego:

u

max

N

usk =

gdzie:
u_ - amplituda napiecia.

max
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Dla przebiegu trojkatnego:

_ “max
Uy =

5

gdzie:
u__ — amplituda napiecia.
Dla przebiegu prostokatnego:

— . t
sk~ “max T
gdzie:
u_ - amplituda napiecia,
t - czas trwania napiecia maksymalnego,
T - okres sygnalu.

3.1. IMPEDANCJA

Impedancja to parametr okreslajacy, tak jak rezystancja, stosunek napiecia do nate-
zenia pradu. Co wiecej, ma dokladnie taka samg jednostke. Co wigc stanowi gltow-
ng réznice? O impedancji méwimy przede wszystkim przy analizie obwodéw pradu
zmiennego. Przy wyznaczaniu impedancji wigkszosci elementéw powinnismy znac
kilka podstawowych poje¢:

Reaktancja - inaczej mozna jg okresli¢ jako bierng rezystancje. Jest to parametr
powigzany z elementami indukcyjnymi lub pojemnosciowymi, a wiec cewka i kon-
densatorem. Symbolem reaktancji jest litera ,X”. Mnozac reaktancje przez j lub —j
(w zaleznosci od tego, o jakim elemencie méwimy - indukcyjnym lub pojemnoscio-
wym), czyli jednostke urojong, otrzymamy reaktancje zespolong. Zespolona impe-
dancja jest suma rezystancji i urojonej reaktancji.

Pulsacja - oznaczana literg o, jest to cykliczno$¢ pewnego zjawiska. W przypad-
ku elektrotechniki stanowi podstawowy parametr przebiegu elektrycznego. Jej war-
tos¢ w gtéwnej mierze zalezy od czestotliwosci sygnalu elektrycznego.

w=2-1-f

3.1.1. REZYSTOR

W przypadku pradu stalego element ten zachowuje si¢ doktadnie tak samo jak przy
pradzie stalym. Jest to inaczej opdr, element majacy za zadanie spowodowaé spa-
dek napiecia i przetworzenie energii elektrycznej na energie cieplng. W literaturze
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mozna si¢ spotka¢ z dwoma oznaczeniami rezystora. Obecnie czesciej spotyka-
nym oznaczeniem jest to przedstawione na rys. b), natomiast o wiele czgsciej stosu-
je sie oznaczenie zaprezentowane na rys. a), ze wzgledu na wygode. Jest to roéwniez
oznaczenie impedancji. Rezystor okreslamy mianem czysto rezystancyjnym.

a) b)
R R

Impedancja zastepcza rezystora jest jego rezystancja:

Z,=R
3.1.2. CEWKA

L
Y Y

Jest to element posiadajacy wiele okreslen, np. cewka lub zwojnica. Jej symbol
w obwodach elektrycznych zaprezentowalem powyzej. Cewka bywa okreslana mia-
nem elementu indukcyjnego. Indukcyjnos¢ cewki oznaczamy literg L.

Impedancje¢ zespolona cewki mozemy rozpisa¢ za pomoca kolejno zespolonej
reaktancji oraz pulsacji w dziedzinie liczb zespolonych:

Z, =j-X, =joL=j2mnf-L

3.1.3. KONDENSATOR

Kondensator stanowi swego rodzaju odwrotno$¢ cewki. Jest okreslany jako ele-
ment pojemnosciowy. Oznaczany jest jako litera C, a graficznie przedstawiamy go
tak, jak na rysunku powyze;j.

Impedancje zespolong kondensatora mozna wyprowadzi¢ w sposéb bardzo po-
dobny do cewki, cho¢ pamietamy, ze w ukladzie liczb zespolonych wektor reaktancji
kondensatora ma charakter (kierunek) przeciwny do wektora reaktancji cewki.

1 1
Z :_'.X =—7. =—1-
c=7]Ac="] 0-C J 27 f-C
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3. PRAD ZMIENNY

3.1.4. OBLICZENIA IMPEDANCIJI

Pamietajmy, ze po obliczeniu impedancji zastepczej kazdego elementu zmienia si¢
jego oznaczenie na wykresie. Po zmianie oznaczenia mozna operowac na wartos-
ciach impedancji zastepczej w sposob analogiczny do obliczania rezystancji zastep-
czej ukladu przy pradzie stalym, a wiec zasady polaczen szeregowych oraz réwno-
legtych pozostajg bez zmian.

Oto najbardziej podstawowy przyktad:

R L C

e(t)

Z, =j-X, =joL=j2n fL

1
Z :—.-X :—.- :—'.
c=7)Ac=7J .C J 2 f-C
Z,=R
Zg Z Z;
[ ] [ | [
1 | 1 | 1
e(t) ©
Z,=2,+2Z-+7Z,
Z,=j2-n-L—j-—+R
z =) J 2mfC
Z
—
L T
e()

Tym sposobem wyznaczyliémy zespolong impedancje¢ zastepcza naszego ukiadu
wedlug poznanych juz wczeéniej zaleznosci.
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3.1. IMPEDANCJA

3.1.5. KONDENSATOR | CEWKA W PRADZIE STALYM

To przypadek o tyle specyficzny, ze wymaga dodatkowego omdwienia. O ile zazwy-
czaj stosuje si¢ elementy indukcyjne oraz pojemnosciowe w obwodach pradu prze-
miennego, o tyle przy pradzie stalym nastepuja pewne charakterystyczne zmiany.

Cewke w obwodzie pradu stalego mozna spokojnie zastapi¢ zwarciem, czyli po-
faczeniem zaciskéw obwodu. Cewka jest pozwijanym przewodem, czyli nie ma zna-
czenia, czy przewodnik jest wyprostowany, czy tez nie. Po prostu plynie przez nie-
go prad.

Kondensator, bedacy nawet w takiej sytuacji negacja cewki, stanowi przerwe
w obwodzie, a jak wiadomo, aby prad mogt ptyna¢ przez galaz, nie moze by¢ w niej
przerwy. Wynika to z samej budowy kondensatora, ktéry sktada sie z dwdch rowno-
legtych plytek umieszczonych w pewnej odleglosci od siebie.

Aby w pelni zrozumie¢ przytoczone reguly, postuze sie pewnym przykladem.
Spdéjrzmy na ponizszy schemat:

L

R, R,
L} L
Cc
||

E® .

Pierwsze, na co powinni$my zwroci¢ uwage, jest rodzaj przytaczonego zrddia.
Oczywiscie jest to przytozone zrddlo napigcia stalego, skad wiemy, ze nalezy zasto-
sowac powyzsze reguly. Tak wiec goérng galaz w polaczeniu réwnoleglym elementow
RLC zastepujemy zwarciem z racji umiejscowienia tam cewki, a dolna galaz nam
znika z racji tego, ze nie poplynie przez nig prad.

R, R,
1 [

E®
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3. PRAD ZMIENNY

Otrzymali$my obwdd, ktory réwniez reprezentuje pewne ciekawe zjawisko. Mia-
nowicie, ze prad jest z natury ,leniwy”. W trakcie burzy pioruny zawsze uderzaja
w najwyzsze elementy, poniewaz blyskawica ma najmniejszy op6r do pokonania,
tak samo jest w tej sytuacji. Gdy prad ze zrodla dociera do wezta, ma dwie drogi
do wyboru. Gdybysmy mieli potaczone réwnolegle dwa oporniki, woéwczas prad roz-
tozytby sie wedlug pierwszego prawa Kirchhoffa (czy tez dzielnika pradu). W przy-
padku gdy prad ,widzi” na jednej ze swoich drég przeszkode, jaka stanowi opor-
nik, wybierze droge bez zadnych przeszkdd, czyli te, gdzie zaistniato zwarcie. W ten
spos6b z punktu widzenia elektrotechniki opornik R, dla pradu nie jest widoczny
i mozemy go pomina¢. Przypominam jednak, ze omawiamy modele matematyczne,
a nie fizyczne. W przypadku modeli fizycznych kazdy przewodnik ma réwniez swo-
ja rezystancje wewnetrzng. Zazwyczaj jednak przy tego typu obliczeniach jest ona
na tyle niska, Ze moze by¢ pomijalna.

E®

Jak widzimy, tym oto sposobem, stosujac powyzsze zaleznosci, uproscilismy nasz
obwoéd z elementami RLC do obwodu mozliwie najbardziej podstawowego.

3.2. TROJKAT IMPEDANCJI I TROJKAT MOCY

Moéwiac o pradzie zmiennym, z fatwoscig mozna bylo zauwazy¢ takie nowosci jak
wlasnie operowanie na liczbach zespolonych. Wynika to z racji reaktancji, ktora wy-
musza stosowanie liczb zespolonych. Podobnie sytuacja przedstawia si¢ w odniesie-
niu do mocy. O ile w przypadku pradu stalego spotkalismy sie jedynie z mocg czyn-
ng, o tyle przy pradzie zmiennym mamy do czynienia juz z trzema rodzajami mocy;,
czyli czynna, bierng i pozorna. Ich relacje s3 ze soba powigzane w sposdb analogiczny
do relacji pomiedzy kolejno rezystancja, reaktancja oraz impedancja. Zaleznos¢ ta
jest opisana poprzez twierdzenie Pitagorasa, a wigc przez dwa trdjkaty prostokatne,
jeden impedancji i drugi tréjkat mocy.

Przyjrzyjmy sie w pierwszej kolejnosci trojkatowi przedstawiajacego impedancje
dwdjnika o charakterze rezystancyjno-indukcyjnym:
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3.2. TROJKAT IMPEDANCJI | TROJKAT MOCY

R Re

Czym jest dwdjnik? Najprosciej méwigc jest to galaz wypieta z obwodu, posia-
dajaca dwa zaciski (stad nazwa dwojnik) oraz takie elementy, Ze po wyznaczeniu ze-
spolonej impedancji zastepczej dwdjnik ten osiggnie pewng wartos¢ rezystancji oraz
zespolona reaktancje ze znakiem plus. Gdyby zespolona reaktancja byta ze znakiem
minus, wowczas dwojnik mialby charakter rezystancyjno-pojemnosciowy.

Na podstawie powyzszych informacji tatwo zauwazy¢, ze kazdy trojkat impedan-
cji mozna wpisa¢ w przedstawiony ponizej ukfad:

X,

Xe

Tak wigc, rysujac trojkat impedancji (w pierwszej kolejnosci 0§ pozioma, czyli
0§ rezystancji), oznaczamy wartos$¢ czesci rzeczywistej naszego dwojnika (jego re-
zystancje). W kolejnym etapie rysujemy o$ pionowa na poczatku uktadu wspétrzed-
nych i sprawdzamy, czy zespolona reaktancja dwdjnika jest ze znakiem plusa czy ze
znakiem minusa. Jesli jest znak plusa, wowczas rysujemy odcinek reaktancji piono-
wo w gore z racji indukcyjnego charakteru dwdjnika. Gdy zespolona reaktancja byta
ujemna, rysujemy odcinek reprezentujacy reaktancje w dét z racji pojemnosciowego
charakteru ukfadu. Laczac konce odcinkdw rezystancji i reaktancji, otrzymujemy od-
cinek przedstawiajacy impedancje naszego dwdjnika.
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P Re

W przypadku tréjkata mocy sytuacja przedstawia sie bardzo podobnie. Wcze$niej
musimy jednak wiedzie¢, w jaki sposdb oblicza si¢ konkretne typy mocy.
Zacznijmy od mocy czynnej. Jest ona oznaczana literg P, a oblicza si¢ ja naste-
pujaco:
P=U,-I; -cosp

Mozna by zastanawia¢ sie, skad taki wzdr, skoro przy pradzie stalym pomija-
lisSmy mnozenie iloczynu pradu i napiecia przez cosg. Odpowiedz na to pytanie jest
bardzo prosta. Kat ¢ jest katem przesuniecia fazy napiecia i pradu wzgledem siebie.
Stosowane w ukladach cewki i kondensatory powoduja, ze ten kat moze by¢ rézny
od zera. Natomiast w ukladach pradu statego bierzemy pod uwage tylko oporniki,
ktére nie zmieniaja kata pomiedzy napigciem i pradem, dlatego w ukladach pradu
stalego pomijany jest cosinus.

Jednostka mocy czynnej, jak wiadomo, jest wat [W].

Mozemy przej$¢ teraz do mocy biernej, oznaczanej literg Q. Jest to typ mocy,
w ktorej zawsze dazy sie do jej kompensacji. Jej jednostka jest war (woltoamper reak-
tywny) [VAr]. Moc bierng obliczamy ze wzoru:

Q=Ug, I, sing
Ostatnig z omawianych mocy jest moc pozorna bedaca przeciwprostokatng utwo-
rzonego trojkata mocy. To wlasnie t¢ moc najtatwiej obliczy¢ podczas analizowania
badanego ukladu. Jej jednostka jest woltoamper [VA], co sygnalizuje réwniez wzor,
z ktorego wylicza si¢ ten rodzaj mocy:
S=Ug, -1,

N

Wyliczenie wszystkich trzech typéw mocy pozwala nam sporzadzi¢ bilans mocy.

Istotnymi elementami przy omawianiu zaréwno trojkata mocy, jak i tréjkata im-
pedancji jest @, czyli oznaczenie kata fazowego, oraz cos, ktéry w elektrotechni-
ce stanowi tzw. wspolczynnik mocy. Jak widzimy, zaréwno kat fazowy, jak i wspol-
czynnik mocy mozemy wyznaczy¢, znajac jedynie zespolona impedancje zastepcza
badanego dwojnika, najlepiej w postaci algebraicznej, czyli inaczej w postaci sumy
rezystancji oraz reaktancji pomnozonej przez j lub —j.
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3.3. POSTACIE LICZB ZESPOLONYCH

Musimy sobie uswiadomi¢, ze tangens kata fazowego jest to stosunek reaktancji
dwdjnika do jego rezystancji. Gdy wykorzystamy matematyczng operacje¢ ,arctg’, be-
dziemy mogli wyznaczy¢ opisywany kat. Przedstawia to nastepujacy wzor:

=arct X
¢ =arctg R

Lub tez w zaleznosci od typu dwojnika:

t ‘(C
(P =arc
8 R

Teraz wystarczy obliczy¢ cosinus z tego kata, dzigki czemu wyznaczymy wspol-
czynnik mocy dwdjnika.

3.3. POSTACIE LICZB ZESPOLONYCH

Przy pradzie zmiennym duza role odgrywaja liczby zespolone. Warto jednak wzig¢
pod uwage, ze w okreslonych sytuacjach moze nam by¢ potrzebna odpowiednia po-
sta¢ liczby zespolonej bez wzgledu na to, czy méwimy o odpowiedniej postaci napie-
cia, pradu, impedancji czy tez mocy pozornej.

Najbardziej intuicyjng postacia liczby zespolonej jest postac algebraiczna, inaczej
nazywana postacig kanoniczng. Jest tu wyraznie zaakcentowany podzial pomiedzy
czedcig rzeczywistg a czescig urojong danej liczby:

Z=a+jb

Z t3 postacia spotykalismy si¢ najczesciej przy omawianiu zespolonej impedancji
zastepczej dwdjnika, co pozwalalo natychmiast okresli¢, czy charakter dwojnika jest
rezystancyjno-pojemnos$ciowy czy rezystancyjno-indukcyjny.

Kolejng postacig liczby zespolonej jest posta¢ trygonometryczna. Przedstawia si¢
ona nastepujaco:

Z=d-(cos@+ j-sing)

Przy tej postaci kat ¢ jest katem fazowym. Litera d natomiast jest dlugoscia prze-
ciwprostokatnej, np. naszego trdjkata impedancji.

Nastepna postacia liczby zespolonej jest posta¢ czasowa, umozliwiajaca okresle-
nie wartoéci w dziedzinie czasu:

Z(t)=d-cos(ot + @)

Tak jak w przypadku wczesniej wspomnianych postaciach liczby zespolonej, tak
i tutaj oznaczenia pozostajg bez zmian, przy czym nie trzeba podstawia¢ konkretnej
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wartosci za parametr czasu (), bo jest to odpowiednik liczby zespolonej w dziedzi-
nie czasu.
Ostatnig z prezentowanych postaci liczb zespolonych jest posta¢ wyktadnicza:

Z=d-e°

Warto nadmieni¢, ze wartos¢ d jest amplitudg lub wartoscia skuteczng, na ktdrej
najczesciej prowadzi si¢ dalsze obliczenia. Bez wzgledu na to, co w danej chwili liczy-
my, gdy mamy jedno réwnanie zawierajace rézne postaci liczb zespolonych, wéwczas
priorytetowo powinni$my przeksztalci¢ wszystkie liczby zespolone na jednakowa
postac.

Oczywiscie warto zna¢ wszystkie te kroki, cho¢ kalkulator naukowy znaczaco
przyspieszy nam prace oraz przeksztalcenia, ktdre bywaja nie tyle trudne, co mono-
tonne w obliczaniu.

3.4. PRZEJSCIA POMIEDZY POSTACIAMI LICZB ZESPOLONYCH

Aby sprawnie operowaé przejsciami pomiedzy postaciami, nalezy zna¢ konkretne
parametry.

Im

a Re

Jak fatwo zauwazy¢, trojkat reprezentujacy liczby zespolone wyglada tak jak
trojkat impedancji czy tez tréjkat mocy. Jest on o tyle uniwersalny, Ze reprezentuje
wszystkie przebiegi w dziedzinie liczb zespolonych, a wlasnie do takich mozna zali-
czy¢ zarowno moc elektryczng, jak i impedancje.

o |d| - przeciwprostokatna tréjkata impedancji, warto$¢ skuteczna sygnatu

o d - wektor liczby zespolonej

 j/i-inaczej V-1, jednostka urojona

» r/re - oS rzeczywista

o a - skladowa wektora d na osi rzeczywistej

o b - skladowa wektora na osi urojonej

o o - kat pomiedzy przyprostokatng a oraz przeciwprostokatng d

« sina - stosunek skltadowej b do przeciwprostokatnej d

o cosa - stosunek sktadowej a do przeciwprostokatnej d
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3.4. PRZEJSCIA POMIEDZY POSTACIAMI LICZB ZESPOLONYCH

o 1 - oznaczenie czasu

o o - pulsacja, parametr sygnalow okresowych, cyklicznych.

Na podstawie powyzszych informacji mozna fatwo zauwazy¢, ze przejscia po-
miedzy sygnatami sa tak naprawde jedynie odpowiednimi przeksztalceniami mate-
matycznymi.

1. Przejscie z postaci algebraicznej na posta¢ trygonometryczna:

Przyjrzyjmy sig, jak wyglada posta¢ algebraiczna:

d=a+jb
Teraz zestawmy jg z postacig trygonometryczng:
d=|d|(cos(a)+ jsin(a))

Jak wida¢, brakuje kolejno dlugosci wektora | d | oraz kata a.. Mozemy to
bardzo szybko wyznaczy¢. Aby obliczy¢ wartos¢ | d |, korzystamy z twierdze-

nia Pitagorasa, a wiec:
|d|=va*+b

Celem wyznaczenia wartos$ci kata a skorzystamy kolejno z wyznaczenia
funkgcji tana, ktorg jest stosunek sktadowej b do skladowej a, a nastepnie wy-
znaczenie kata o z funkcji arctg wyznaczonej warto$ci. Mozemy to przedsta-

wi¢ w ten oto sposéb:
b
o =arctan| —
a

Tym sposobem mozna rozpisa¢ wspomniane przejscie w jednym réwnaniu:

d=a+jb=va*+b* -{cos[arctan[én+sin(arctan[éD]
a a

Nalezy jednak pamietaé, ze sytuacja ta dotyczy tylko polozenia wektora
w pierwszej lub czwartej ¢wiartce ukladu wspdtrzednych. Tylko takie przy-
padki mozna rozwaza¢, méwigc o impedancji odbiornika, z racji tego, ze rezy-
stancja nie moze mie¢ wartosci ujemnej. W szerszym spojrzeniu na kat fazowy
nalezy jednak rozpatrze¢ kwestie obliczen réwniez w innych aspektach. Prze-
analizujmy ponizszy zapis:

b
arctg— a>0
a

b
o=qarctg—+n a<0 b>0
a

b
arctg——m a<0 b<0
a
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Pierwsza linijka odnosi si¢ do sytuacji, w ktdrej wektor znajduje sie albo
w pierwszej, albo w czwartej ¢wiartce ukladu, a wigc w sytuacji znanej nam
z poprzednich form zapisu. Druga linijka jednak méwi juz o drugiej ¢wiart-
ce ukladu, a wigc sytuacji, gdy nalezy skorygowa¢ kat fazowy o 180°, co zo-
stalo zapisane jako liczba m. Podobnie sytuacja przedstawia sie dla trzeciej
linijki, jednak korekta 180° odbywa si¢ w przeciwng strone. Caly proces
musi si¢ odby¢, poniewaz kat fazowy liczony jest od prawej odcigtej uktadu
wspotrzednych.
. Przejscie z postaci trygonometrycznej na postac algebraiczna
Majac juz zaréwno jedna, jak i druga posta¢, skupmy sie na wykorzystaniu
zaleznosci trygonometrycznych. Majac kat o oraz wartoé¢ | d |, mozemy, ko-
rzystajac z funkcji sina oraz cosa, obliczy¢ skladowe a oraz b.

d=|d|(cosa+jsina)=|d|-cosa+j|d]|-sina
. Przejscie z postaci algebraicznej na posta¢ wykladnicza
Analogicznie do pierwszego punktu przeanalizujmy postaci algebraiczng i wy-

ktadniczg.
Postac¢ algebraiczna:

d=a+jb
Posta¢ wyktadnicza:
d=|d|-e*

Stosujac dokladnie te same operacje matematyczne opisane wcze$niej
(uwzgledniajac adekwatne podstawienia), jesteSmy w stanie wyprowadzi¢ po-
zgdang posta’:

dasjpada gl

. Przejscie z postaci wykladniczej na posta¢ algebraiczna

Postepujac w sposéb analogiczny do punktu drugiego, odwracamy proces.
Znamy warto$¢ | d | oraz kat o, wiec mozemy skorzystac z tych samych ,,da-
nych” i ,szukanych’, co przy poprzednich przejsciach:

d=|d|-e* =|d|-cosa+j|d|-sina

. Przejécie z postaci trygonometrycznej na posta¢ wyktadnicza oraz z postaci
wykladniczej na posta¢ trygonometryczng

Sa to najprostsze przejscia, poniewaz korzystamy z tego, co znane, w zmienio-
nej formie.
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Posta¢ trygonometryczna:
d=|d|(cosa+ jsina)
Posta¢ wyktadnicza:
d=|d|-e"
Na samym poczatku mamy zaréwno kat o, jak i wartos$¢ | d |.
d=|d|(coso+ jsina)=|d| e*

6. Przeksztalcenia do postaci czasowej
Posta¢ ta pomimo skomplikowanego wygladu jest stosunkowo prosta do wy-
kazania. Nalezy jednak pamietac, ze parametr pulsacji (o) jest od nas niezalez-
ny. W zwigzku z tym przy przeksztalceniach matematycznych, jakimi sa zmia-
ny postaci liczb zespolonych, mozemy go traktowac jako constans. Spéjrzmy
na postac czasows:

d=|d|-sin(ot + )

Gdy uswiadomimy sobie, ze zaréwno pulsacji, jak i czasu nie musimy wy-
znaczaé (postac zalezna od czasu), sytuacja staje si¢ analogiczna do poprzed-
nich przypadkéw. Musimy wiec wyznaczy¢ na podstawie funkcji trygonome-
trycznych parametr | d | oraz kgt @. Podsumowujgc, proces przeksztalcania
postaci liczb zespolonych w kazdym przypadku opiera si¢ na okresleniu tego,
czego potrzebujemy, czym dysponujemy, oraz na znajomosci twierdzenia Pita-
gorasa i funkgcji trygonometrycznych.

3.5. PRZYPOMNIENIE O LICZBACH ZESPOLONYCH

W poprzednich punktach zobaczylismy, ze przy omawianiu pradu zmiennego bar-
dzo waznym procesem jest sprawne operowanie na liczbach zespolonych. Polega to
na $wiadomosci, ze i lub j jako jednostka urojona oznacza J-1. Warto tutaj wspo-
mnie¢ o kilku podstawowych operacjach na liczbach zespolonych.

« Mnozenie jednostek urojonych

jji=j —(-1? =21
o Przyklad wykorzystania sprzezenia liczb zespolonych

j+1_(j+1)(j+1)_j2+2-j+1_j2+2j+1_j2+2j+1_2j—1+1_2_j__.
i-1 (G-D(j+1) jif-1 -1-1 -2 -2 DA
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Sprzezenie liczby zespolonej wykonujemy zawsze w przypadku, gdy chcemy si¢
pozby¢ z mianownika liczby zespolonej celem dokonania skrécenia utamka oraz
przejscia do algebraicznej postaci liczby zespolone;.

3.6. WYKRESY WSKAZOWE

Ostatnim z poruszanych zagadnien jest rysowanie wykresow wskazowych. Jest to jed-
nak na tyle rozlegly temat, ze nie sposob ujac go we wzglednie krétkim opracowaniu.
W gruncie rzeczy zalezy przede wszystkim od tego, czego dany wykres wskazowy
powinien dotyczy¢. Niemniej jednak, jezeli znamy sposéb rysowania wektoréw oraz
zrozumieliémy dotychczas opisane punkty niniejszego opracowania, naszkicowanie
takiego wykresu nie powinno stanowi¢ problemu.

Spéjrzmy na ponizszy uklad RLC:

R L C
L Y |

e(t)

Niech naszym zadaniem bedzie narysowanie wykresu wskazowego napie¢ panu-
jacych w ukladzie. Pamietajmy, ze prad w caltym obwodzie jest dokladnie taki sam
w danej chwili, poniewaz obwdd jest jednogaleziowy, tak wiec réznice w napieciach
beda zalezaly jedynie od impedancji zastepczej danego elementu. Na potrzeby kon-
kretnego przykladu przyjmijmy taka oto zaleznos¢:

R>o)L>L
oC

Informuje nas to, jakiej diugosci powinny by¢ wektory napie¢ rysowane na wy-
kresie wskazowym. Mozna zacza¢ od narysowania ukladu wspolrzednych, na kto-
rym bedziemy rysowac nasz wykres wskazowy.

J
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Nie ma wigkszego znaczenia, od ktérego elementu zaczniemy rysowaé wykres
wskazowy, poniewaz znajac wielkos$ci parametrow wzgledem siebie, i tak osiagniemy
ten sam rezultat. Mimo to dla porzadku mozemy sobie przyja¢ rozpoczecie rysunku
od narysowania napiecia na rezystorze.

J

Poniewaz rezystor ma charakter czysto rezystancyjny, wektor napiecia jest skie-
rowany poziomo w prawo. Nie moze by¢ skierowany w lewo ze wzgledu na to,
ze rezystancja zawsze jest dodatnia. W tym momencie to koniec wektora napiecia
na rezystorze staje sie naszym poczatkiem ukladu wspoétrzednych dla dalszego ryso-
wania. Jest to powigzane z dodawaniem i odejmowaniem wektorow w sposob gra-
ficzny. Dodajmy teraz napigcie wytworzone na cewce, pamietajac, ze jest to element
indukcyjny, a nie pojemnosciowy jak kondensator, dlatego rysujemy go pionowo
do gory.

\V4

Kolejnym krokiem bedzie narysowanie napiecia na kondensatorze w sposéb ana-
logiczny do napigcia cewki. Kierunek bedzie si¢ zgadzal, a jedynie zwrot wektora
oraz jego dlugo$¢ ulegng zmianie, dlatego tez rysujemy pionowy wektor skierowany
w dot (najkrétszy ze wszystkich rysowanych do tej pory).
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U,
C%L

Us r

Pozostalo nam juz tylko narysowanie wektora zrédia napiecia, ktéry powie nam
o uktadzie stosunkowo najwiecej. W tym celu rysujemy wektor przesunigcia z punk-
tu, od ktérego zaczynalismy rysowanie wykresu wskazowego, do punktu, na ktérym
rysowanie zakonczyliSmy. W tym tez miejscu umieszczamy zwrot naszego wektora.
To jest wlasnie wektor napiecia zrodta E. W tym momencie mozna réwniez zazna-
czy¢ kat ¢ znajdujacy sie migdzy wektorem napiecia zrédta sinusoidalnego do pozio-
mej linii ukladu wspdtrzednych.

J

Przyjrzyjmy si¢ teraz sytuacji, w ktdrej elementy RLC mamy polaczone ze soba
nie w sposob szeregowy jak powyzej, ale w sposob rownolegly.

e () - ]2 oo

O ile w poprzednim przykladzie cewka spowodowala przesuniecie wektora na-
piecia pionowo do gory, tak tutaj powoduje przesunigcie wektora pradu pionowo
w dol. Postepujac analogicznie do poprzedniego przypadku, przesledzmy nastepu-

jacy proces.
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Zaczynamy proces od narysowania dowolnego z trzech elementéw podpietych
do siebie w sposob réwnolegty. Bez wzgledu na to, od ktérego elementu zacznie-
my, doprowadzi nas to do tego samego rezultatu, ktérym jest I, bedacy wypadkowa
wszystkich wektorow sktadowych (pradow poszczegélnych elementow).

J

Wedtug poprzednio podanych informacji na cewce mamy przesunigcie wektora
pionowo w dot.

Zaprezentowane powyzej procesy wynikajg z podstawowych zaleznosci dla rezy-
stora, cewki oraz kondensatora w ujeciu prawa Ohma oraz praw Kirchhofta. W przy-
padku pierwszego obwodu mieliSmy do czynienia jedynie z jedng galezig stanowigca
caly obwdd elektryczny, wiec mozemy rozwazac tylko jeden prad. Przesledzmy zatem
wzory na napiecie dla kazdego elementu.
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3. PRAD ZMIENNY

u, =i-R

u, =i-joL
U =i-—j !
C J oC

Na podstawie przedstawionych powyzej wzoréw widzimy, ze w uktadzie karte-
zjanskim wektor napiecia rezystancji moze si¢ przesuwac jedynie w prawa strone,
wektor napigcia cewki w gore, natomiast wektor napiecia kondensatora w dot.

Odwrotna sytuacja prezentuje si¢ w polaczeniu réwnoleglym dla wykresu wska-
zowego pradow. Ponownie przesledzmy ponizsze wzory, uwzgledniajac, Ze napigcia
poszczegdlnych elementéw sg sobie rowne, co wynika z napigciowego prawa Kirch-
hofta. Rozpiszmy wzory dla pradéw plynacych przez poszczegdlne elementy.

. u
lRZE
p_u o
Lol oL

i =%=juoaC

joC

Analogicznie do poprzedniego przykltadu mozna zauwazy¢, ze wektor pradu re-
zystora przesunie sie jedynie w prawo, wektor pradu cewki w doét, a wektor pradu
kondensatora do gory.

W kazdym przypadku o kierunku przesunigcia wektora decyduje pare czynni-
kéw: Czy parametr jest w dziedzinie liczb urojonych? Czy posiada znak dodatni
czy ujemny? S3 to zasady uniwersalne. Mozemy si¢ spotka¢ z sytuacja, ze wykres
bedzie juz na poczatku odchylony o pewien kat - to przesuniecie fazowe zrédla. Wte-
dy wystarczy zmieni¢ punkt odniesienia wzgledem poczatku rysowania wykresu.

54



3.7. PRZYPADEK REZONANSU

3.7. PRZYPADEK REZONANSU

Pojecie rezonansu moze brzmie¢ w sposob abstrakcyjny, stosunkowo trudno do zro-
zumienia. Przyjrzyjmy si¢ jednak ponizszemu przypadkowi.

e () - T o

Przypadek ten wyglada z pozoru prosto. Obliczajac podstawowe parametry ob-
wodu, najpewniej zaczgliby$my od uproszczenia obwodu, sprowadzajac go do wy-
znaczenia zespolonej impedancji zastepczej.

e(t) @

Wyobrazmy sobie teraz sytuacje, ze nasze impedancje zastepcze cewki i konden-
satora wynosza kolejno:

Z, =jl10
Z. =—jl10
Z pozoru sytuacja nie wydaje si¢ zbyt wiele r6zni¢ od klasycznych zadan wymaga-
jacych obliczenia impedancji zastepczej, aby maksymalnie uproéci¢ obwdéd. Sprobuj-
my obliczy¢ to wlasnie w taki sposéb:
_ ZgZ,  —jl0-j10 100
2 Z.+Z, —jl0+j10 0

Na tym etapie mozna zauwazy¢, ze z matematycznego punktu widzenia doko-
nali$my czegos, czego absolutnie nie wolno robi¢: prébujemy podzieli¢ przez zero.
Dzieje si¢ tak dlatego, Ze warto$¢ rownolegle polaczonej impedancji cewki i konden-
satora sg sobie przeciwne, majgc taka sama wartosc.

Patrzac na te sytuacje w sposdb matematyczny, dochodzimy do wniosku, ze im-
pedancja probuje dazy¢ do nieskoniczonosci. W rzeczywistosci jednak taka sytuacja
wyidealizowana nie zachodzi ze wzgledu na rezystancje przewoddéw oraz same szcze-
gétowe modele kondensatora i cewki, ktére jednak zawierajg rezystancje. W teorii
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taka sytuacja jak najbardziej moze mie¢ miejsce. Impedancja zastepcza liczona jest
dla zrédta. Oznacza to, ze zrédlo ,widzi” przerwe w obwodzie, wiec prad wyplywa-
jacy ze zrdédla jest zerowy, chociaz prad plynacy przez cewke i kondensator nie jest
réwny zeru. W tym ukltadzie podczas rezonansu réwnolegtego (inaczej rezonansu
pradow) prad plynie tylko w drugim oczku i zamyka si¢ przez cewke i kondensator.

W przypadku rezonansu mozemy moéwi¢ juz o wystepowaniu drgan, ponie-
waz sama nazwa wskazuje, ze zachodzi tutaj pewnego rodzaju oscylacja.

W praktyce czgsto wykorzystuje si¢ zjawisko rezonansu do radiotechniki ze wzgle-
du na bardzo waskie przenoszenie pasm, w ktérych sygnal oscyluje.
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4. PRZYKEADOWE ZADANIA OBLICZENIOWE

Zadanie 1

Dla podanego obwodu elektrycznego obliczy¢ wskazania amperomierza oraz
woltomierza.

Dane:

E=6V,R =R =R =1Q

R,
1
| I—
R,
1
| I—
R,

Rozwiazanie:
Obliczam rezystancj¢ zastepcza:

R,-R 11
+—2 2 =1+—=150Q

R, =R _
£ R 4R, 1+1

Wykorzystujac prawo Ohma, wyznaczam wzor na natezenie pradu w obwodzie.

R=E:>I=E:>I=£
1 R R,
6V
1,50
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Wykorzystujac prawo Ohma, wyznaczam wzdr na napiecie na rezystorze.
U
R= 7 =U=R-I

Up =R -I=1Q-4A=4V

Amperomierz wskazuje wartos¢ 4 A, natomiast woltomierz wskazuje 4 V.

Komentarz

To jedno z najbardziej elementarnych zadan w elektrotechnice. Zazwyczaj spoty-
kamy si¢ z konieczno$cig uproszczenia obwodu lub wyznaczenia wartosci rezystan-
cji zastepczej. W tym przypadku mieli$my do czynienia z trzema rezystorami, przy
czym dwa byty ze sobg polaczone w sposéb rownolegly (dlatego tez zastosowalismy
»iloczyn nad sume¢”) oraz rezystor dolaczony do nich w sposdb szeregowy. W dalszej
czedci zadania operowali$my prawem Ohma tak, aby wyznaczy¢ wskazania przyrza-
déw pomiarowych.

Zadanie 2
Dla podanego obwodu elektrycznego wyznaczy¢ wskazanie amperomierza.
Dane:
E=15V;R =R =R, =R =R, =1L =10nH; C = 1,54 nF

R,
R,
| B
R,
(D R,
—
1
I
L,
S b 5 g WS

Rozwigzanie
W pierwszej kolejnosci upraszczam uklad z punktu widzenia pradu stalego.
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4. PRZYKLADOWE ZADANIA OBLICZENIOWE

R,
| E—|
R,
1
| I
R,
1
| I |
& (D
Rs
]
L1

Obliczam rezystancje zastepcza obwodu:

R,-R
R, =R+ 2R 2+R, =140,5+1=2,5Q
2

Korzystajac z prawa Ohma obliczam prad ptynacy w obwodzie:

R=Yo1=-Yo- £
I R R,
15V
= =6A
2,50

Amperomierz wskazuje 6 A.

Komentarz

W tym przypadku kluczowe byto rozpoznanie, jak zachowuja sie¢ elementy ta-
kie jak cewka oraz kondensator, gdy zostang podiaczone w obwodzie pradu statego.
W przypadku kondensatora mamy przerwe, wiec na gatezi, na ktérg oddziatuje tylko
zrodto napigcia stalego, nie wystepuje przeptyw pradu. Dla cewki jest inaczej, ponie-
waz na niej nastepuje zwarcie, a wiec swobodny przeptyw pradu. Poniewaz réwnole-
gle do cewki mielismy podlaczony rezystor, zostal on zignorowany przez prad, wiec
obliczenia moglismy prowadzi¢ tak, jakby go tam nie bylo. Wynika to z pierwszego
prawa Kirchhoffa, a dokfadniej dzielnika pradu. Gdy prad ma dwie $ciezki do wybo-
ru, przy czym na jednej z nich ma ,,$ciezke” bez przeszkod oraz drugg droge z wpie-
tym rezystorem (opornikiem), woéwczas poplynie przewodem bez opornika z racji
tatwiejszego przeptywu.

59



4. PRZYKLADOWE ZADANIA OBLICZENIOWE

Zadanie 3
Obliczy¢ spadki napie¢ dla poszczegdlnych rezystordw.

Re
1
| |
R, R,
1 1 1
| S| | — | S—

Rozwiazanie
R6
1
| I |
I7 R 1 IS Ra 19 R4
L N— - ,:'—_
I1 IZ I3

R5
1
 F——
IE
L+1, =1,
I,+1,=1
I+1,=1,
I+1, =1,
L+, =1,
L+1,=1,



4. PRZYKLADOWE ZADANIA OBLICZENIOWE

RS
1
N
Upg I
I, R, l, R, ly R,
] 1 I
N_ " N N_ "
I1 UR1 I2 UR3 I3 UR4 I4
E( > u
C) E1 |:| 33> URz E, /D> UE2 E, 1‘>> UE3
R5
]
[5 N
URS
Ug —Up —Ug, =0
Upy =Ugs =Upg, =0
Up, =Upy =Ups +Ups =
Upe T Upy TUpg; +Up, =0

2
E,—R,-1,—E,+R,-1, =0
R,-I,+R,-I,+R,- I, +R -I, =0

20-1-1,-1-1, =0
1-1,-1-1,-20 =0
20-1-1,-20+1-1, =0
1T 411, +1- I, +1-1, =0

L+1,=-20
I,-I,=20
~I,+1,=0

I,+I,+I,+1,=0
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4. PRZYKLADOWE ZADANIA OBLICZENIOWE

L+, =1,
I+, =1,
L+, =1,
I+1, =1,
L+1, =1,

L+1, =1,
I+1,=-20
I,+1I, =20
~I,+1,=0
I,+I,+I,+1,=0

Po przeprowadzeniu rozwigzaniu powyzszego ukladu réwnan dowolng metoda
otrzymujemy:

I,=6,67A
I,=133A
I,=6,67A
I,=0A
I,=-6,67A
I,=0A
I,=6,67A
I, =—6,67 A
I,=0A

Spadki napiec dla poszczegoélnych rezystoréw:

Uy =R -1, =6,67V
Uy, =R,-1,=13,3V
U =R, I, =—6,67V
Ry, =R,-1,=0V
Ry =R.-1, =0V
Ry =R, -1, =0V

Komentarz

W tym zadaniu najwieksza trudnos¢ stanowily wyliczenia matematyczne, ktérych
nie zamiescitem ze wzgledu na dlugi czas ich wykonania. Kazdy ma swoj sposéb
na radzenie sobie z ukladami réwnan, nawet z dziewigcioma parametrami do wy-
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liczenia. Zadanie to wymagalo poruszenia wszystkich trzech najwazniejszych praw
w elektrotechnice, a wigc prawa Ohma oraz dwdch praw Kirchhoffa. Po poprawnym
ulozeniu réwnan Kirchhoffa oraz ich zestawieniu ze sobg otrzymalismy rozbudowa-
ny uklad réwnan. Po wyliczeniu poznali§my wartosci pradéw plynacych w obwo-
dzie. Znajac ich warto$¢ oraz warto$¢ rezystancji opornikéw, moglismy, korzystajac
z prawa Ohma, wyznaczy¢ spadki napie¢. Pamietajmy, zZe jesli uzyskalismy wartos¢
ujemna pradu, oznacza to, ze plynie on w przeciwnym kierunku, niz zatozylismy
na poczatku zadania. Jesli natomiast mamy ujemny spadek napiecia, analogicz-
nie do pradu, spadek réwniez nastepuje w przeciwng strong, niz zaznaczylismy to
na schemacie. Warto$¢ modutowa pozostaje jednak niezmienna.

Zadanie 4
Za pomocy twierdzenia Thevenina wyznaczy¢ warto$§¢ mocy wytworzonej na re-
zystorze R .

Rozwiazanie
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Yo (@l [Jo ([}

T

E,=E =50V

R==—=]=—"%2_
I R +R,,,

I=@=IOA
5

P=U-I
P=R-I*

P=2-10> =200W

Komentarz

Dla tego zadania musielismy wykorzysta¢ pewien schemat, jaki tworzy twierdze-
nie Thevenina, a wigc kolejno: wyznaczenie wartosci rezystancji zastepczej uktadu
oraz jej zastepcza site elektromotoryczng. Dzigki temu uzyskaliSmy uproszczony ob-
wad zastepczy z wolnymi zaciskami, z ktorych wypieliSmy wczesniej badany rezystor.
Po uproszczeniu obwodu wpinamy go z powrotem, po czym wyznaczamy prad ply-
nacy w obwodzie. Dzigki prawu Ohma przeksztalcamy wzér na moc czynng rezy-
stora tak, aby wykorzystac jego rezystancje oraz obliczone nat¢zenie pradu.
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Zadanie 5
Za pomocg metody potencjalow wezlowych obliczy¢ wskazania przyrzadéw po-
miarowych.
(a) (n.)
N %
] =] <[]
=5Q
R,=10Q
R,=15Q
E =E,=E, =30V
Rozwigzanie

v
1 1 1 E
1 Rz R3 1 2 3

R
( 1) 30 30 30
+— s =—+—+—

S)

= |Nm
= |t

4
5 10 15
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30
V,=11.-2==30V
11

V,=U
Obliczam wskazanie amperomierza numer 1:

_V,—-V,+E, 30430

I, 0A

R, 5

Obliczam wskazanie amperomierza numer 2:
; _Vo-VitE 30430 _

3

R 15

3
Komentarz

Zadanie dotyczace potencjaléw wezlowych jest zadaniem bardzo schematycz-
nym. Bazuje ono na definicji napiecia jako réznicy potencjaléow. Gdy oznaczymy dwa
gléwne wezly, ktore stanowig punkt odniesienia do dalszych obliczen, jeden z nich
mozemy uziemi¢, a wiec nada¢ mu potencjal rowny zero. W takiej sytuacji warto$¢
potencjalu drugiego wezla stanowi warto$¢ napiecia panujacego na calej kazdej
z trzech galezi naszego ukladu (o ile nie ma na niej zrodla napiecia, ktére oczywiscie
nalezy uwzgledni¢). W tym wypadku akurat wartos¢ ta byta réwna sile elektromoto-
rycznej na kazdej galezi, ale nie jest to zasada w kazdym przypadku. Chcgc wyliczy¢
prad plynacy na danej galezi, skorzystalismy z prawa Ohma, pamietajac, ze bierze-
my pod uwage wyliczona warto$¢ napigcia calej gatezi (U) odpowiednio wraz z sitami
elektromotorycznymi oraz rezystor podpiety do badanej galezi. Zadanie to jest swe-
go rodzaju punktem wyjsciowym do ukladow trojfazowych.

Zadanie 6
Dla podanego obwodu wyznaczy¢ warto$¢ pradéw gateziowych.

R =R,=R, =R, =R, =R =R =R, =5Q
E =20V
E, =10V
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R, R,
| — —
[ [

— [ —
L L
Rs
[ —
L
Rozwiazanie
R, I, Ry, A
— —
L L

[ 1
I I
Io3
Rs
1
L

101‘(R1 +R2+R3)—Ioz-(0)—103-(R3)=E1 —-E,
—-I,-(0)+I,-(R,+R,+R,)—1I (R, +R,)=E,
—=I,-(Ry)—1,-(Rg+R)+I;-(R;+R,+R,+R +R;)=0

1,-(15)~1,-(5)=10
I,-(15)-1I,-(10)=10
~I,-(5)=1,-(10)+1,,-(25)=0
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Po rozwigzaniu uktadu réwnan:

I,~0,87A
I,~1,07A
I,~0,6A

I,=1,=087A
I,=1,-1,=02A
IL=I,-1,=-027A

I,=1,=107A
IL=1,-1,=-0,47A
I,=1,=0,6A

Komentarz

Zadanie dotyczace pradéw oczkowych analogicznie do poprzednio przedstawia-
nych metod ma swdj charakterystyczny schemat. Przedstawiona metoda jest bardzo
duzym uproszczeniem majacym szerokie zastosowanie przy ulatwianiu obliczen,
cho¢by w takich przypadkach jak w zadaniu 3. Po sformulowaniu odpowiednich
réwnan mamy do rozwigzania uktad réwnan skfadajacy si¢ z tylu niewiadomych,
ile w badanym obwodzie wystepuje oczek niezaleznych, a tych jest zazwyczaj mniej
niz poszczegolnych pradow galeziowych.

Zadanie 7
Dla podanego obwodu elektrycznego obliczy¢ wskazanie amperomierza:

L,
R
o (V) L
®
C R,
| | —

jasi

e(t) =100(50t +45°)V

R =R, =5Q
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L,=L,=610"H
C,=C,=12-10"F

Rozwigzanie

e, =100V

ZLz'Rz 7

_ Zi R + Zip+ R, “
Z,+R  Z,-R i/
Z,+R, ¢

V4 +ZC1

joL, R, 1= 1
7 - joL, R, N joL, +R, oC, 1
jO‘)Ll + Rl ](DLZ 'Rz . 1 (DCI

joL, +R, / oC,

j0.35 (.1
_J03:5  j0,3+5 70,6

1 j87°
—j—=0,05-70,97 Q=0,97¢ /¥ Q

Z,== -
j0,3+5 j0,3-5 —jL 0,6
j0,3+5 70,6
|Zz |=0,97Q

U

R:—:>|Z|:L_li‘:>isk: '
I lsk |ZZ|

100
iy, =——~103,1A
Komentarz

Przy zadaniach zwigzanych z pradem zmiennym bardzo wazne jest operowanie
pojeciami warto$ci skutecznej, czestotliwosci, pulsacji itd. Pytanie w tym zadaniu do-
tyczylo wskazania amperomierza, a przyrzady pomiarowe zawsze pokazuja warto$¢
skuteczng. Miedzy innymi dlatego nalezy od samego poczatku zadania prowadzi¢
obliczenia na wartosciach skutecznych i modutach, co bardzo upraszcza dzialania
na liczbach zespolonych. Warto jednoczes$nie pamigtac, ze na wstepie mozemy sie
spotkac z rézng formg informacji o rodzaju zrédta napiecia zmiennego. Przy postaci
czasowej mamy na wstepie podang informacje. ile wynosi pulsacja.

o=2nf
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Zadanie 8
Sporzadz bilans mocy dla podanego obwodu elektrycznego.

e(t) @ ~ Py

Dane:
Zrédto napiecia sinusoidalnego o amplitudzie 230 V oraz czestotliwosci 50 Hz.
R=250
=2
314
Rozwigzanie
230
u, =—==162,63V
V2
Z, = joL = j2rnfL
25
Z, =j-2-3,14-50.-— = j25
L= 314 J
, Rz 2525  j625 _  j625(25-j25) 15625+ /15625 _
“ R+Z, 25+j25 25+j25 (25+j25)(25—j25) 1250

=12,5+j12,5=17,68¢/*"
@ =45°
cosp=cos(45°)=0,71

162,63
17,68

iy =9,19A

P=u, i, -cos¢p=162,63-9,19-0,71=1061,14 W
Q=1u, i, -sin@=162,63-9,19-0,71=1061,14 VAr

S=u, i, =162,63-9,19=1494,57 VA
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Komentarz

Przy sporzadzaniu bilansu mocy kluczowe jest obliczenie wszystkich trzech ro-
dzajow mocy, a wigc mocy czynnej, biernej oraz pozornej. Wazne jest réwniez zauwa-
zenie, ze kat fazowy ¢, ktéry wystepuje w trojkacie impedancji (faczacym wektorowe
zalezno$ci rezystancji, reaktancji oraz impedancji), jest tym samym katem fazowym
trojkata mocy (faczacym wektorowe zaleznosci pomiedzy mocg czynng, bierng oraz
pozorng). W powyzszym przypadku, aby wyznaczy¢ kat fazowy, wystarczyto po wy-
liczeniu impedancji zastepczej dwdjnika (cewki polaczonej z rezystorem) przej$é
z postaci algebraicznej w posta¢ wykladnicza, gdzie poszukiwany kat jest zapisany
w wykladniku liczby e. W dalszym ciggu wystarczylo skorzysta¢ z prawa Ohma oraz
podstawowych zaleznosci do obliczenia poszczegélnych rodzajow mocy.

Zadanie 9

Do zrédia zasilania o parametrach domowej sieci elektrycznej zostal podpiety
dwdjnik skladajacy si¢ z szeregowo podpigtego kondensatora C oraz rezystora R.
Zaproponowa¢ parametry opornika oraz kondensatora tak, aby wspotczynnik mocy
dwdjnika wynosit 0,65.

-

(9]

-

Rozwiazanie:

cos@=0,65

¢ =arccos(0,65) ~ 41°
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X
tg(41°)=—%
gl =—

Przyjmuje wartos¢ rezystancji jako 1 Q.

tg(41°) =X,
1
0,87=—+=0,87=
oC 2nfC
0,87 :;3L:314C
314C 0,87

1 1

C= = =0,0037F =3,7mF
0,87-314 273,18

Komentarz

Czesto zadania w elektrotechnice nie s3 schematyczne, jak wida¢ na przykladzie
powyzej. Nie ma znaczenia, jakiego rzedu parametry dobierzemy, pod warunkiem
ze ich stosunek pozwoli nam otrzymac pozadany rezultat. W tym przypadku dobra-
lismy rezystancj¢ o wartosci 1 Q wylacznie ze wzgledu na uproszczenie dalszych ob-
liczen - dzigki temu zabiegowi zniknagl nam mianownik w obliczeniach. Koncowym
zabiegiem bylo rozwigzanie prostego réwnania liniowego. Aby rozwigza¢ to zadanie,
nalezato narysowac trojkat impedancji ze $wiadomoscig, ze kat fazowy dla impedan-
cji i dla mocy ma takg samg warto$¢. W tego typu zadaniach nie ma znaczenia znak
kata impedancji. Bierzemy pod uwage warto$¢ bezwzgledna kata. Sam wektor impe-
dancji znajduje si¢ pod osia, wigc formalnie kat jest ujemny. Prowadzitoby to jednak
do ujemnej pojemnosci kondensatora, co jest nierealne.
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