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1 WPROWADZENIE ORAZ CEL PRACY 

W ciągu ostatnich lat wzrosło zainteresowanie problemami jakości energii elektrycznej oraz 

jej poprawy. Publikuje się coraz więcej prac naukowych i technicznych dotyczących teorii 

wskaźników jakości – teorii mocy elektrycznych czynnych i nieczynnych, jak i również prac na 

temat teorii i konstrukcji układów kompensacyjnych służących poprawie tych wskaźników czy 

nawet sterowania optymalnego pod kątem jakości energii. 

Pierwsze publikacje dotyczące optymalnej współpracy źródła energii elektrycznej                

z odbiornikiem sięgają lat 30–tych ubiegłego wieku. Fryze wyznaczył prąd o minimalnej wartości 

skutecznej dostarczający zadaną moc czynną na zaciski idealnego źródła napięcia [7]. W tych 

czasach rozwiązanie to nie było nazywane optymalnym. Takiego sformułowania użyto dopiero      

w latach 80–tych ubiegłego wieku w pracach M. Brodzkiego [4], M. Pasko [16–17],                      

M. Siwczyńskiego [21] czy J. Walczaka [17, 63]. Dalszy rozwój teorii można znaleźć m. in.           

w pracach [22, 33–34, 38, 51, 54–56]. 

Powszechnie stosowane w przemyśle układy energoelektroniczne dużej i średniej mocy 

niekorzystnie wpływają na parametry sieci zasilającej pogarszając jakość energii elektrycznej 

dostarczanej do odbiorcy. Z kolei występowanie nieliniowych odbiorników powoduje odkształcenie 

przebiegów prądów i napięć generując wyższe harmoniczne. Takie odbiorniki poza pobieraniem 

energii związanej z mocą czynną pobierają również energię związaną z mocą nieczynną. 

Jednocześnie wzrasta zapotrzebowanie w procesach przemysłowych na wysokiej jakości energię 

elektryczną. 

W celu poprawy jakości energii stosowane są układy do poprawy jej jakości – kompensatory 

mocy nieczynnej, filtry pasywne, filtry aktywne szeregowe i równoległe [61] czy zintegrowane 

filtry aktywne. Obecnie najbardziej popularnymi układami kompensacyjnymi są układy 

zintegrowane UPQC (Unified Power Quality Conditioner) opracowane przez S. Moran [15],           

o zastosowaniu dowiedzionym przez H. Fujita i H. Akagi [8]. Badań zajmujących się tematem 

układów do poprawy jakości energii, zwłaszcza UPQC, w ostatnich latach pojawia się coraz więcej 

[11]. Układy UPQC sprawdzają się najlepiej w sytuacji, gdy w układzie źródło–odbiornik 

występuje stan ustalony – sinusoidalny lub odkształcony okresowy.  

W sieciach zasilających jednak występują stany nieustalone powodowane zaburzeniami 

zarówno wewnątrz źródeł jak i na zewnątrz – w odbiornikach. Mogą występować sytuacje,             

w których stany te zachodzą permanentnie i pomijanie ich wpływu na optymalne sterowanie 

układem źródło–odbiornik może przyczynić się do nadmiernego zwiększenia strat energii. Dlatego 

najkorzystniejszym rozwiązaniem jest dopasowanie układu źródło–odbiornik nie tylko w stanie 

ustalonym, ale również w stanach przejściowych pomiędzy kolejnymi stanami ustalonymi. 

Celem pracy jest przedstawienie kompleksowego aparatu matematycznego do opisu zjawisk 

optymalizacyjnej teorii mocy, tj. teorii dopasowania źródło–odbiornik, w stanach ustalonych oraz  

w matematycznie aproksymowanych stanach przejściowych pomiędzy następującymi po sobie 

stanami ustalonymi. Uzyskane matematycznie wyniki będą poparte przykładami symulacyjnymi. 

 

 

2 OPERATORY 

Wprowadzono pojęcie operatora układu oraz omówiono jego rozkład ze względu na 

własności przyczynowości oraz antyprzyczynowości sygnałów. Wykazano równoważność 

operatora stratności wewnętrznej względem operatora impedancji wewnętrznej źródła ze względu 

na dostarczaną na zaciski energię (moc): 

      *, , ,u i Zi i Z i i     
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Wyprowadzono również oryginały czasowe z równań różniczkowych utworzonych na 

podstawie składowych ułamków prostych operatora. Podzielone zostały ze względu na 

przyczynowość i antyprzyczynowość układu oraz ze względu na dziedzinę sygnałów. W przestrzeni 

sygnałów impulsowych: 

    1 :x t x t
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odpowiedzi układów elementarnych są sygnałami impulsowymi: 

    th t e t 1    

    th t e t 1    

Na bazie impulsowej przestrzeni sygnałów skonstruowana została periodyczna przestrzeń: 
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W ten sam sposób wyznaczono periodyczną odpowiedź impulsową układu elementarnego 

przyczynowego: 
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oraz antyprzyczynowego: 
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Operatory układów występujących w energetycznej teorii mocy są opisane funkcjami 

wymiernymi o biegunach leżących po obu stronach płaszczyzny Gaussa, z tego względu 

wprowadzono pojęcie czwórki elementarnej, która łączy część przyczynową z antyprzyczynową 

układu: 
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Przedstawiono przypadki szczególne czwórek elementarnych występujących w teorii mocy – 

hermitowską (symetryczną): 

    Q s Q s     

oraz antyhermitowską (antysymetryczną): 

    Q s Q s      

Omówiono również zastosowanie rozkładu operatora opisującego odbiorcę energii: 
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do wyznaczenia składowych prądu. Stosując taką operację możliwe jest otrzymanie 

wyodrębnionego sygnału prądu dostarczającego użyteczną moc czynną oraz prądu szkodliwego 

związanego z mocą nieczynną, którego korzystnie byłoby zminimalizować: 

   G Bi G B u Gu Bu i i         

 

 

3 ZAGADNIENIA OPTIMUM 

W pracy przedstawiono również wybrane zadania optymalnej współpracy źródła                  

z odbiornikiem energii. Pierwszym wprowadzonym zagadnieniem było zadanie 
MAXP : 

    , , MINRi i e i    

polegające na wyznaczeniu sygnału prądu rzeczywistego źródła napięcia, który dostarcza na zaciski 

źródła maksymalną moc czynną (lub energię). Prąd rozwiązujący to zadanie określony został jako 

prąd dopasowania: 

 
11

2
di R e   

Drugim przedstawionym zagadnieniem było zadanie 
MINI  polegające na wyznaczeniu 

sygnału prądu o minimalnej wartości skutecznej dostarczającego na zaciski źródła zadaną moc 

czynną: 

  , MINi i    

    , ,e i Ri i P    

Trzecie zadanie 
MINP  polegało na wyznaczeniu sygnału prądu powodującego minimalne 

straty mocy wewnątrz źródła, również dostarczającego na zaciski źródła zadaną moc czynną: 

  , MINRi i    

    , ,e i Ri i P    

Zadanie 
MAXP  posiada jednoznacznie rozwiązanie, podczas gdy zadania 

MINI  oraz 
MINP  

parametryzowane są nieoznaczonym czynnikiem Lagrange’a. W celu rozwiązania tych zadań 

wprowadzono pojęcie funkcji energetycznej, która posiada interpretację fizyczną jako moc czynna 

(lub energia) dostarczona na zaciski źródła: 

         , , 2 ,
MINI dF e I RI I R i I I           

         , , 2 ,
MINP dF e i Ri i R i i i           

Dokonano analizy przebiegu zmienności funkcji energetycznej zawierającej uwikłane 

parametryzowane zadania optimum. Na podstawie funkcji energetycznej utworzono równania 

energetyczne dla zadań 
MINI  oraz 

MINP . Pierwsze z nich nie posiada rozwiązania analitycznego, 

zatem przedstawiono procedurę iteracyjną poszukiwania rozwiązania: 
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Dla drugiego równania przedstawiono analityczne rozwiązanie: 

 *

1 1 1

1

x

r x


 



  

 
MAX

P
x

P
   

 
 

 

 

 1

, ,

, ,

d d

d d

Ri Ri e e
r

Ri i R e e
    

W obu przypadkach rozwiązaniem jest wartość nieoznaczonego czynnika Lagrange’a 

odpowiadająca zadanej wartości mocy czynnej dostarczanej na zaciski rzeczywistego źródła 

napięcia. Tak wyznaczony czynnik wstawiony do równania rozwiązującego zadanie optimum daje 

konkretny egzemplarz prądu optymalnego: 

  
1

* *

1
1

2
OPTI R e 


    

W przykładzie symulacyjnym pokazano procedurę wyznaczania prądów optymalnych spełniających 

wymienione w rozdziale zadania minimum. Do obliczeń wykorzystano rachunek operatorowy 

opisany w rozdziale drugim. Zwrócono również uwagę na zasadę podobieństwa dla dwóch zadań 

optymalizacyjnych 
MINI  i 

MINP . Porównując rozwiązania obu zadań oraz biorąc pod uwagę czas    

i stopień skomplikowania obliczeń, korzystniejszym może być zastąpienie zadania 
MINI  zadaniem 

podobnym 
MINP . 

 

 
Rys. 3.1. Zestawienie prądów optymalnych. 
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4 ZABURZENIA MODULACYJNE 

W stanach nieustalonych, gdy przebiegi sygnałów napięcia i prądu dwójnika elektrycznego 

nie są dokładnie sinusoidalne, występują deformacje operatorów immitancyjnych. Wprowadzenie 

modulacji do rachunku operatorowego umożliwiło matematyczne przybliżenie opisu zjawisk 

energetycznych w modulowanych stanach nieustalonych, rozumianych jako przejście z jednego 

periodycznego stanu ustalonego w drugi, również ustalony. Do tego celu wprowadzono dwa 

wymiary czasu, jeden związany z okresowością sygnałów – nazwany czasem nośnym, a drugi        

w którym dochodzi do powolnych, modulowanych zmian obwiedni sygnału – nazwany czasem 

unoszenia. 

 
Rys. 4.1. Modulacja i przetwarzanie sygnału zmodulowanego. 

 

W pracy opisano czasowo zależne zniekształcenie modulacyjne oraz znaleziono bezpośredni 

związek pomiędzy transformatami obwiedni sygnałów wejściowego i wyjściowego: 

                  y s H s x s Y s j H s X s j Y s H s j X s            

 
Rys. 4.2. Przechodzenie sygnału zmodulowanego przez układ o transmitancji H(s). 

 

Dla powolnej modulacji: 

 s    

możliwe było rozwinięcie zaburzonej transmitancji w szereg Taylora oraz ograniczenie wyrazów 

tego szeregu do pierwszej potęgi: 
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Im większa różnica pomiędzy czasem związanym z modulacją a czasem związanym z okresem 

sygnału tym dokładniejsze odwzorowanie zachowania zmodulowanego układu w ograniczonym do 

pierwszej potęgi rozwinięciem transmitancji w szereg Taylora. 

Wyprowadzono zmodyfikowane modulacyjnie operatory układów elementarnych, czwórek 

elementarnych oraz ich czasowe odpowiedniki w przestrzeni sygnałów okresowych: 
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Przedstawiono również jakie konsekwencje niesie ze sobą uwzględnienie zaburzonych operatorów 

w procedurze wyznaczania składowych napięcia: 
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i prądu dwójnika elektrycznego: 
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Omówiono implementację modulacyjnego zaburzenia operatorów za pomocą filtrów 

cyfrowych oraz pokazano algorytm działania N–periodycznych filtrów realizujących operatory 

czynny i nieczynny, jak i algorytm wyznaczania składowych prądu dwójnika na podstawie sygnału 

napięcia zaciskowego.  

 

 
Rys. 4.3. Schemat blokowy realizacji operatora czynnego/nieczynnego. 

 

 
Rys. 4.4. Schemat działania N–periodycznych filtrów cyfrowych – operatory cykliczno–splotowe. 
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Wykorzystując teorię filtrów cyfrowych przedstawiono również wpływ uwzględnienia zaburzeń 

wyższego rzędu (pełne rozwinięcie transmitancji w szereg Taylora) na algorytm znajdowania 

składowych prądu dwójnika.  

 

 
Rys. 4.5. Schemat blokowy realizacji operatora czynnego/nieczynnego z zaburzeniem wyższego rzędu. 

 

Zaproponowano także matematyczny model stanu nieustalonego jako ciągły proces 

przejścia układu z jednego okresowego stanu ustalonego w inny, okresowy i ustalony. Realizację 

homotopii wykładniczej: 
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przedstawiono za pomocą dwóch czasów – nośnego czasu dyskretnego oraz ciągłego czasu 

unoszenia (związanego z homotopią). Zmodyfikowano również algorytmy do wyznaczania 

składowych prądu dwójnika dla obu przypadków homotopii. 

 

 
Rys. 4.6. Homotopia wykładnicza dla układu z zaburzeniem pierwszego rzędu. 
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Rys. 4.7. Homotopia prostoliniowa dla układu z zaburzeniem pierwszego rzędu. 

 

Zaproponowano także algorytm dla homotopii wykładniczej zawierający operator z zaburzeniami 

wyższego rzędu. 

 

 
Rys. 4.8. Homotopia wykładnicza dla układu z zaburzeniem wyższego rzędu. 

 

 

5 RUCHOMA MOC CZYNNA 

Wprowadzone w pracy pojęcie ruchomej mocy czynnej: 
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przedstawione zostało dla quasi–harmonicznych sygnałów prądu i napięcia dwójnika elektrycznego 

o czasowo zależnych skutecznych amplitudach i fazach: 
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Wykorzystano do tego poszerzenie o dodatkową oś czasu dla okresowo zmodulowanego sygnału 

harmonicznego. Pierwszy czas nośny związany z okresem sygnału oraz drugi czas unoszenia,        

w którym dochodzi do powolnych, modulowanych zmian obwiedni sygnału. Wyprowadzono 

zmodulowane prawo Joule’a czyli relacje mocowo–immitancyjne dla ruchomej mocy czynnej oraz 

ruchomej mocy biernej w przypadku sygnałów quasi–harmonicznych. Relacje te przedstawiono we 

współrzędnych prostokątnych: 
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w formie zawierającej składowe związane z klasyczną mocą czynną i bierną oraz składowe 

związane z wprowadzeniem modulowanego stanu nieustalonego do operatorów opisujących układ. 

Zwrócono również uwagę na przypadki szczególne – modulację amplitudy lub fazy oraz omówiono 

ich wpływ na ogólne wzory. Relacje ruchomej mocy czynnej poszerzono również na sygnały 

wieloharmonicznie zmodulowane. Przedstawiono modyfikację sygnałów opisanych szeregami 

Fouriera zawierających wieloharmoniczne zniekształcenie modulacyjne. Poszerzono relacje 

mocowo–immitancyjne dla ruchomej mocy czynnej we współrzędnych prostokątnych oraz 

biegunowych, jak i również omówiono przypadki szczególne.  

W przykładzie symulacyjnym dla pasywnego dwójnika RLC pokazano zastosowanie pojęcia 

ruchomej mocy czynnej w kilku zmodulowanych quasi–harmonicznych oraz wieloharmonicznie 

zmodulowanych sygnałach (rys. 5.2–5.9). 

  

 
Rys. 5.1. Dwójnik elektryczny typu RLC. 
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Rys. 5.2. Quasi–harmoniczny prąd z wykładniczą modulacją amplitudy i fazy. 

 

 
Rys. 5.3. Przebieg ruchomej mocy czynnej dla zmodulowanego wykładniczo prądu. 

 

 
Rys. 5.4. Quasi–harmoniczny prąd z sinusoidalną modulacją amplitudy i fazy. 
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Rys. 5.5. Przebieg ruchomej mocy czynnej dla zmodulowanego sinusoidalnie prądu. 

 

 
Rys. 5.6. Zmodulowany okresowy prąd z wykładniczą modulacją amplitudy i fazy. 

 

 
Rys. 5.7. Przebieg ruchomej mocy czynnej dla okresowego zmodulowanego wykładniczo prądu. 
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Rys. 5.8. Zmodulowany okresowy prąd z sinusoidalną modulacją amplitudy i fazy. 

 

 
Rys. 5.9. Przebieg ruchomej mocy czynnej dla okresowego zmodulowanego sinusoidalnie prądu. 

 

W przypadku przejściowych modulowanych stanów nieustalonych wyniki porównano                     

z klasycznym sposobem obliczania mocy czynnej, wówczas gdy układ osiągnął stan ustalony. 

Jednak w przypadku, gdy stan nieustalony jest permanentny klasyczne podejście do obliczenia 

mocy czynnej nie sprawdza się, natomiast wykorzystanie pojęcia ruchomej mocy czynnej daje 

wymierne rezultaty. 

 

 

6 MODULOWANE ZADANIA OPTIMUM 

Ostatni rozdział pracy poświęcono na rozwiązanie jednego z najważniejszych zadań 

optymalnej współpracy źródeł i odbiorników energii, bezpośrednio związanym z minimalizacją 

strat energii – minimalizację normy prądu pobieranego ze źródła przy zadanej mocy czynnej 

dostarczanej do odbiornika. Zagadnienie dotąd dobrze znane dla stanów ustalonych harmonicznych 

i nieharmonicznych okresowych rozszerzono o stany nieustalone uwzględniające płynne przejście  

z jednego stanu ustalonego w drugi, również ustalony. Stan przejściowy opisany jest poprzez ciągłe 

przejście (homotopię) z jednego punktu przestrzeni wektorowej – reprezentującej stan ustalony – do 

drugiego punktu. Wykorzystano zadanie 
MAXP  uwzględniające zniekształcenie modulacyjne: 
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jako pośredniczące w rozwiązaniu zadania minimalizacji normy prądu, aby ostatecznie uzyskać 

formuły operatorowe zmodulowanego prądu optymalnego: 
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Przedstawiono również przebieg algorytmu obliczenia zmodulowanego prądu optymalnego            

w dziedzinie czasu w sytuacji gdy stan przejściowy występujący w źródle opisany jest za pomocą 

homotopii wykładniczej siły elektromotorycznej: 
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W przykładzie symulacyjnym przyjęto rzeczywiste źródło napięcia (rys. 6.1), dla którego 

stan nieustalony siły elektromotorycznej opisany został przez kilka rodzajów homotopii.  

 

 
Rys. 6.1. Rzeczywiste źródło napięcia. 

 

Założono również zapotrzebowaną ruchomą moc czynną, która miała być dostarczana na zaciski 

źródła. Do obliczeń wykorzystano rachunek operatorów (rozdział 2), zagadnienia optimum 

(rozdział 3), zniekształcenia modulacyjne (rozdział 4) oraz ruchomą moc czynną (rozdział 5).  
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Pierwszym przyjętym przypadkiem było wykorzystanie homotopii wykładniczej opisującej 

stan nieustalony siły elektromotorycznej (rys. 6.2): 

            1 2, 1 10sin 20 5sin 20 1e t e t e e t e t e t e                

dla którego dla zadanej ruchomej mocy czynnej dostarczanej na zaciski źródła (rys. 6.3): 

   5 1P e      

wyznaczono rodzinę prądów o minimalnej normie (rys. 6.4).  

 

 
Rys. 6.2. Sygnał siły elektromotorycznej modulowany homotopią wykładniczą. 

 

 
Rys. 6.3. Sygnał zapotrzebowanej mocy czynnej na zaciskach źródła. 
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Rys. 6.4. Proces zmian sygnału prądu optymalnego w zależności od wartości czasu homotopii. 

 

Homotopia wykładnicza jest przypadkiem szczególnym, tj. opisuje teoretycznie nieskończone 

przejście pomiędzy jednym stanem ustalonym, a drugim, w praktyce jednak po upływie 

odpowiedniego czasu różnice są na tyle znikome, że można je zaniechać. Umożliwiło to 

porównanie wyników uwzględniających modulowany stan nieustalony dla przyjętego czasu 

homotopii, w którym założono że stan ustalony został z dużą dokładnością osiągnięty,                     

z klasycznym rozwiązaniem nieuwzględniającym zjawisk przejściowych. Różnice były 

niezauważalne (rys. 6.5).  

 

 
Rys. 6.5. Zestawienie wyników stanu ustalonego oraz stanu przejściowego. 

 

Jako kolejny przypadek rozpatrzono homotopię trygonometryczną (rys. 6.6): 

              1 2, cos 10sin 20 5sin 20 cose t e t e t t t          

dla której dla zadanej ruchomej mocy czynnej dostarczanej na zaciski źródła (rys. 6.7): 

  
2

10cos 0.1
2

P



 

  
 

  

wyznaczono rodzinę prądów o minimalnej normie (rys. 6.8). 
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Rys. 6.6. Sygnał siły elektromotorycznej modulowany homotopią trygonometryczną. 

 

 
Rys. 6.7. Sygnał zapotrzebowanej mocy czynnej na zaciskach źródła. 

 

 
Rys. 6.8. Proces zmian sygnału prądu optymalnego w zależności od wartości czasu homotopii. 

 

Homotopia trygonometryczna jest przykładem permanentnego stanu nieustalonego. W takiej 

sytuacji niemożliwe jest obliczenie prądu optymalnego dopasowania źródła z odbiornikiem energii. 
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Procedura przedstawiona w rozprawie umożliwia wyznaczenie sygnału prądu optymalnego            

w dowolnej chwili stanu przejściowego, a im gęściej będą dobierane próbki czasu związanego        

z homotopią, tym płynniejszy będzie obraz przejścia układu przez stan nieustalony. Zatem 

przedstawione algorytmy umożliwiają znalezienie optymalnego rozwiązania (prądu rzeczywistego 

źródła napięcia o minimalnej normie dostarczającego na zaciski źródła zadaną moc czynną)           

w sytuacjach, kiedy obliczenia dla stanu ustalonego nie są możliwe do zastosowania. 
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